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ТЕМА 1. СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ 

 
Прежде, чем перейти к вероятностным задачам, рассмотрим некоторые 

сведения из комбинаторики. Рассмотренные здесь комбинаторные схемы 
позволят в дальнейшем решать вероятностные задачи. 

Рассмотрим простейшие понятия, связанные с выбором и расположением 
некоторого множества объектов. 

Подсчет числа способов, которыми можно совершить эти действия, часто  
производится при решении вероятностных задач. 

Определение. Размещением  из n элементов по k (kn) называется любое 
упорядоченное подмножество из k элементов множества, состоящего из n 
различных элементов. 

Пример 1. Следующие последовательности цифр являются  размещениями 
по 2 элемента из 3 элементов множества {1;2;3}: 12, 13, 23, 21, 31, 32. 

Заметим, что размещения отличаются порядком входящих в них элементов и 
их составом. Размещения 12 и 21 содержат одинаковые цифры, но порядок их 
расположения различен. Поэтому эти размещения считаются разными. 

Число различных размещений из n элементов по k обозначается k
nА  и 

вычисляется по формуле: 
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где  n! = 1∙2∙...∙(n - 1)∙n (читается «n – факториал»). 
Число двузначных чисел, которые можно составить из цифр 1, 2, 3 при 

условии, что ни одна цифра не повторяется равно: 6
!1
!32

3 A . 

Определение. Перестановками из n элементов называются такие 
размещения из n элементов, которые различаются только расположением 
элементов. 

Число перестановок из n элементов Pn  вычисляется  по формуле: Pn=n! 
Пример 2. Сколькими способами могут встать в очередь 5 человек? Количество 

способов равно числу перестановок из 5 элементов, т.е. 
P5 =5!=1∙2∙3∙4∙5=120. 

Определение.  Если среди n  элементов k  одинаковых, то перестановка этих 
n элементов называется перестановкой с повторениями. 

Пример 3.  Пусть среди 6 книг 2 одинаковые. Любое расположение всех 
книг на полке - перестановка с повторениями. 

Число различных перестановок с повторениями nP  (из n  элементов, среди 

которых k одинаковых) вычисляется по формуле: 
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В нашем примере число способов, которыми можно расставить книги на 

полке, равно: 360
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Определение.  Сочетаниями из n элементов по k  называются такие 
размещения из  n элементов по k, которые одно от другого отличаются хотя бы 
одним элементом. 

Число различных сочетаний из n элементов по k  обозначается C k
n и  

вычисляется по формуле: 
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По определению 0!=1. 
Для сочетаний справедливы следующие свойства: 
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Пример 4. Имеются 5 цветков разного цвета. Для букета выбирается 3 цветка. 

Число различных букетов по 3 цветка из 5 равно: 10
!2!3
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1.1. События и вероятность 

 
Познание действительности в естественных науках происходит в результате 

испытаний (эксперимента, наблюдений, опыта). 
Испытанием или опытом называется осуществление какого-нибудь 

определенного комплекса условий, который может быть воспроизведен сколь 
угодно большое число раз. 

Случайным называется событие, которое может произойти или не 
произойти в результате некоторого испытания (опыта). 

Таким образом, событие рассматривается как результат испытания. 
Пример 1. Бросание монеты – это испытание. Появление орла при бросании 

– событие. 
Наблюдаемые нами события различаются по степени возможности их 

появления и по характеру их взаимосвязи. 



Событие называется достоверным, если оно обязательно произойдет в 
результате данного испытания. 

Пример 2. Получение студентом положительной или отрицательной оценки 
на экзамене есть событие достоверное, если экзамен протекает согласно 
обычным правилам. 

Событие называется невозможным, если оно не может произойти в 
результате данного испытания. 

Пример 3. Извлечение из урны белого шара, в которой находятся лишь 
цветные (небелые) шары, есть событие невозможное. Отметим, что при других 
условиях опыта появления белого шара не исключается; таким образом, это 
событие невозможно лишь в условиях нашего опыта. 

Далее случайные события будем обозначать большими латинскими буквами 
A,B,C... Достоверное событие обозначим буквой , невозможное – Ø.  

Два или несколько событий называются равновозможными в данном 
испытании, если имеются основания считать, что ни одно из этих событий не 
является более возможным или менее возможным, чем другие. 

Пример 4. При одном  бросании игральной кости появление 1, 2, 3, 4, 5 и 6 
очков - все это события равновозможные. Предполагается, конечно, что 
игральная кость изготовлена из однородного материала и имеет  правильную 
форму. 

Два события называются несовместными в данном испытании, если 
появление одного из  них исключает появление другого, и совместными в 
противном случае. 

Пример 5.  В ящике имеются стандартные и нестандартные детали. Берем  
на удачу одну деталь. Появление стандартной детали исключает появление 
нестандартной детали. Эти события несовместные. 

Несколько событий образуют полную группу событий в данном испытании, 
если в результате этого испытания обязательно наступит хотя бы одно из них. 

Пример 6. События из примера 2.4. образуют полную группу 
равновозможных и попарно несовместных событий. 

Два несовместных события, образующих полную группу событий в данном 
испытании, называются противоположными событиями. 

Если одно из них обозначено через A, то другое принято обозначать через A  
(читается «не A»). 

Пример 7. Попадание и промах при одном выстреле по цели - события 
противоположные. 

 
Вероятность события – численная мера возможности его наступления. 
Событие А называется благоприятствующим событию В, если всякий раз, 

когда наступает событие А, наступает и событие В. 
События А1, А2, ..., Аn образуют схему случаев, если они: 

1) равновозможны; 2) попарно несовместны; 3) образуют полную группу. 

В схеме случаев (и только в этой схеме) имеет место классическое  
определение вероятности P(A) события А. Здесь случаем называют каждое из 
событий, принадлежащих выделенной полной группе равновозможных и 
попарно несовместных событий. 

Если n – число всех случаев в схеме, а m – число случаев, благоприятствующих 
событию А, то вероятность события А определяется равенством: 
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Из определения вероятности вытекают следующие ее свойства: 
1. Вероятность достоверного события равна единице. 
Действительно, если событие достоверно, то каждый случай в схеме случаев 

благоприятствует событию. В этом случае m = n и, следовательно, 
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2. Вероятность невозможного события равна нулю. 
Действительно, если событие невозможно, то ни один случай из схемы случаев 

не благоприятствует событию. Поэтому  m=0 и, следовательно, 
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Вероятность случайного события есть положительное число,  заключенное 
между нулем и единицей. 

Действительно, случайному событию благоприятствует лишь часть из 
общего числа случаев в схеме случаев. Поэтому 0<m<n, а, значит, 0<m/n<1 и, 
следовательно, 0 < P(A) < 1. 

Итак, вероятность любого события удовлетворяет неравенствам 
0  P(A)  1. 

В настоящее время свойства вероятности определяются в виде аксиом, 
сформулированных А.Н. Колмогоровым. 

Одним из основных достоинств классического определения вероятности 
является возможность вычислить вероятность события непосредственно, т.е. не 
прибегая к опытам, которые заменяют логическими рассуждениями. 

Задачи непосредственного вычисления вероятностей 
Задача 1. Какова вероятность появления четного числа очков (событие А) 

при одном бросании игрального кубика? 
Решение. Рассмотрим события Аi – выпало i очков, i = 1, 2, …,6. Очевидно, 

что эти события образуют схему случаев. Тогда число всех случаев n = 6.  
Выпадению четного числа очков благоприятствуют случаи А2, А4, А6, т.е. m = 3. 

Тогда 
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Задача 2. В урне 5 белых и 10 черных шаров. Шары тщательно 
перемешивают и затем наугад вынимают 1 шар. Какова вероятность того, что 
вынутый шар окажется белым? 

Решение. Всего имеется 15 случаев, которые образуют схему случаев. 
Причем ожидаемому событию А – появлению белого шара, благоприятствуют 5 

из них, поэтому 
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Задача 3. Ребенок играет с шестью буквами азбуки: А, А, Е, К, Р, Т. Найти 
вероятность того, что он сможет сложить случайно слово КАРЕТА (событие А). 

Решение. Решение осложняется тем, что среди букв есть  одинаковые – две 
буквы «А». Поэтому число всех возможных случаев в данном испытании равно 
числу перестановок с повторениями из 6 букв: 

360
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Эти случаи равновозможны, попарно несовместны и образуют полную 
группу событий, т.е. образуют схему случаев. Лишь один случай 
благоприятствует  событию А. Поэтому  

360
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Задача 4. Таня и Ваня договорились встречать Новый год в компании из 10 
человек. Они оба очень хотели сидеть рядом. Какова вероятность исполнения их 
желания, если среди их друзей принято места распределять путем жребия? 

Решение. Обозначим через А событие «исполнение желания Тани и Вани». 
10 человек могут усесться за стол 10! разными способами. Сколько же из этих n 
= 10! равновозможных способов благоприятны для Тани и Вани? Таня и Ваня, 
сидя рядом, могут занять 20 разных позиций. В то же время восьмерка их 
друзей может сесть за стол 8! разными способами, поэтому m = 20∙8!. 
Следовательно,  
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Задача 5. Группа из 5 женщин и 20 мужчин выбирает трех делегатов. 
Считая, что каждый из присутствующих с одинаковой вероятностью может 
быть выбран, найти вероятность того, что выберут двух женщин и одного 
мужчину. 

Решение. Общее число равновозможных исходов испытания равно числу 
способов, которыми можно выбрать трех делегатов из 25 человек, т.е. 3

25Cn  . 
Подсчитаем теперь число благоприятствующих случаев, т.е. число случаев, при 
которых имеет место интересующее нас событие. Мужчина-делегат может быть 
выбран двадцатью способами. При этом остальные два делегата должны быть 

женщинами, а выбрать двух женщин из пяти можно 2
5C . Следовательно, 
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Задача 6. Четыре шарика случайным образом разбрасываются по четырем 
лункам, каждый шарик попадает в ту или другую лунку с одинаковой 
вероятностью и независимо от других (препятствий к попаданию в одну и ту же 
лунку нескольких шариков нет). Найти вероятность того, что в одной из лунок 
окажется три шарика, в другой - один, а в двух остальных лунках шариков не 
будет. 

Решение. Общее число случаев п = 44. Число способов, которыми можно 
выбрать одну лунку, где будут три шарика, 41

4 C . Число способов, которыми 

можно выбрать лунку, где будет один шарик, 31
3 C . Число способов, которыми 

можно выбрать из четырех шариков три, чтобы положить их в первую лунку, 
43

4 C . Общее число благоприятных случаев 434 m . Вероятность события: 
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Задача 7. В ящике 10 одинаковых шаров, помеченных номерами 1, 2, …, 10. 
На удачу извлечены шесть шаров. Найти вероятность того, что среди 
извлечённых шаров окажутся: а) шар №1; б) шары №1 и №2. 

Решение. а) Общее число возможных элементарных исходов испытания 
равно числу способов, которыми можно извлечь шесть шаров из десяти, т.е. .6

10C  
Найдём число исходов, благоприятствующих интересующему нас событию: 

среди отобранных шести шаров есть шар №1 и, следовательно, остальные пять 
шаров имеют другие номера. Число таких исходов, очевидно, равно числу 
способов, которыми можно отобрать пять шаров из оставшихся девяти, т.е. .5

9C  
Искомая вероятность равна отношению числа исходов, благоприятствующих 

рассматриваемому событию, к общему числу возможных элементарных 
исходов: .6,0// 4
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б) Число исходов, благоприятствующих интересующему нас событию (среди 
отобранных шаров есть шары №1 и №2, следовательно, четыре шара имеют 
другие номера), равно числу способов, которыми можно извлечь четыре шаров 
из оставшихся восьми, т.е. .4

8C  Искомая вероятность .316
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1.2. Вероятность комбинации событий 
 

Часто приходится работать не с одним случайным событием, а с 
несколькими. Для этих целей используют различные комбинации над 
событиями.  

Теорема сложения вероятностей 
 

Суммой, или объединением, нескольких событий называется событие, 
состоящее в наступлении хотя бы одного из этих событий (в одном и том же 
испытании). 

Сумма А1 + А2 + … + Аn обозначается так: 
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Пример 1. Бросаются две игральные кости. Пусть событие А состоит в 
выпадении 4 очков на 1 кости, а событие В – в выпадении 5 очков на другой 
кости. События А и В совместны. Поэтому событие А+В  состоит в выпадении 4 
очков на первой кости, или 5 очков на второй кости, или 4 очков на первой 
кости и 5 очков на второй одновременно. 

Пример 2. Событие А – выигрыш по 1 займу, событие В – выигрыш по 2 
займу. Тогда событие А+В  – выигрыш хотя бы по одному займу (возможно по 
двум сразу). 

Произведением или пересечением нескольких событий называется событие, 
состоящее в совместном появлении всех этих событий (в одном и том же 
испытании). 

Произведение В событий А1, А2, …, Аn обозначается так: 
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Пример 2.3. События А и В состоят в успешном прохождении I и II туров 
соответственно при поступлении в институт. Тогда событие АВ состоит в 
успешном прохождении обоих туров. 

Понятия суммы и произведения событий имеют наглядную геометрическую 
интерпретацию. Пусть событие А есть попадание точки в область А, а событие В – 
попадание точки в область В. Тогда событие А+В  есть попадание точки в 
объединение этих областей (рис. 1), а событие АВ есть попадание точки в 
пересечение этих областей (рис. 2). 

 
Рис. 1 Рис. 2 

Теорема. Если события Ai (i = 1, 2, …, n) попарно несовместны, то 
вероятность суммы событий равна сумме вероятностей этих событий: 
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Пусть А и Ā – противоположные события, т.е. А + Ā = , где  – 
достоверное событие. Из теоремы сложения вытекает, что 

Р() = Р(А) + Р(Ā) = 1, поэтому 
Р(Ā) = 1 – Р(А). 

Если события А1 и А2  совместны, то вероятность суммы двух совместных 
событий равна: 

Р(А1 + А2) = Р(А1) + Р(А2) – Р(А1А2). 
Теоремы сложения вероятностей позволяют перейти от непосредственного 

подсчета вероятностей к определению вероятностей наступления сложных 
событий. 

Задача 4. Стрелок производит один выстрел по мишени. Вероятность выбить 
10 очков (событие А), 9 очков (событие В) и 8 очков (событие С) равны 
соответственно 0,11; 0,23; 0,17. Найти вероятность того, что при одном выстреле 
стрелок выбьет менее 8 очков (событие D). 

Решение. Перейдем к противоположному событию D  – при одном выстреле 
стрелок выбьет не менее 8 очков. Событие D  наступает, если произойдет А или 
В, или С, т.е. CBAD   . Так как события А, В, С попарно несовместны, то, 
по теореме сложения, 

51,0)()()()(  CPBPAPDP , откуда 

49,051,01)(1)(  DPDP . 
Задача 5. От коллектива бригады, которая состоит из 6 мужчин и 4 женщин, 

на профсоюзную конференцию выбирается два человека. Какова вероятность, что 
среди выбранных хотя бы одна женщина (событие А). 

Решение. Если произойдет событие А, то обязательно произойдет одно из 
следующих несовместных событий: В – «выбраны мужчина и женщина»; С – 
«выбраны две женщины». Поэтому можно записать: А=В+С. Найдем 
вероятность событий В и С. Два человека из 10 можно выбрать 2

10С  способами. 

Двух женщин из 4 можно выбрать 2
4С  способами. Мужчину и женщину можно 

А В А∙В А В А+В 



выбрать 64 способами. Тогда 2
10

2
4

2
10 /)(  ,/46)( СССРСВР  . Так как 

события В и С несовместны, то, по теореме сложения, 
Р(А) = Р(В + С) = Р(В) + Р(С) = 8/15 + 2/15 = 2/3. 

Задача 6. На стеллаже в библиотеке в случайном порядке расставлено 15 
учебников, причем пять из них в переплете. Библиотекарь берет наудачу три 
учебника. Найти вероятность того, что хотя бы один из взятых учебников 
окажется в переплете (событие А). 

Решение. Первый способ. Требование – хотя бы один из трех взятых 
учебников в переплете – будет осуществлено, если произойдет любое из 
следующих трех несовместных событий: В – один учебник в переплете, С – два 
учебника в переплете, D – три учебника в переплете. 

Интересующее нас событие А можно представить в виде суммы событий: 
A=B+C+D. По теореме сложения,  

P(A) = P(B) + P(C) + P(D). (1) 
Найдем вероятность событий B, C и D (см комбинаторные схемы): 
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Представив эти вероятности в равенство (1), окончательно получим 
P(A) = 45/91 + 20/91 + 2/91 = 67/91. 

Второй способ. Событие А (хотя бы один из взятых трех учебников имеет 
переплет) и Ā (ни один из взятых учебников не имеет переплета) – 
противоположные, поэтому P(A) + P(Ā) = 1 (сумма вероятностей двух 
противоположных событий равна 1). Отсюда P(A) = 1 – P(Ā). Вероятность 
появления события Ā (ни один из взятых учебников не имеет переплета)  

.91/24)( 3
15

3
10  CCAP  

Искомая вероятность 
P(A) = 1 – P(Ā) = 1 – 24/91 = 67/91. 
 

Условная вероятность. Теорема умножения вероятностей 
 

Условной вероятностью Р(В/А) называется вероятность события В, 
вычисленная в предположении, что событие А уже наступило. 

Теорема. Вероятность совместного появления двух событий равна 
произведению вероятностей одного из них на условную вероятность другого, 
вычисленную в предположении, что первое событие уже наступило: 

Р(А∙В) = Р(А)∙Р(В/А). (2) 
Два события называются независимыми, если появление любого из них не 

изменяет вероятность появления другого, т.е. 

Р(А) = Р(А/В) или Р(В) = Р(В/А). (3) 
Если события А и В независимы, то из формул (2) и (3) следует  

Р(А∙В) = Р(А)∙Р(В). (4) 
Справедливо и обратное утверждение, т.е. если для двух событий 

выполняется равенство (4), то эти события независимы. В самом деле, из 
формул (4) и (2) вытекает  

Р(А∙В) = Р(А)∙Р(В) = Р(А)Р(В/А), откуда Р(А) = Р(В/А). 
Формула (2.2) допускает обобщение на случай конечного числа событий А1, 

А2,…,Аn: 
Р(А1∙А2∙…∙Аn)=Р(А1)∙Р(А2/А1)∙Р(А3/А1А2)∙…∙Р(Аn/А1А2…Аn-1). 

Задача 7. Из урны, в которой 5 белых и 10 черных шаров, вынимают подряд 
два шара. Найти вероятность того, что оба шара белые (событие А). 

Решение. Рассмотрим события: В – первый вынутый шар белый; С – второй 
вынутый шар белый. Тогда А = ВС. 

Опыт можно провести двумя способами: 
1) с возвращением: вынутый шар после фиксации цвета возвращается в урну. 

В этом случае события В и С независимы: 
Р(А) = Р(В)∙Р(С) = 5/155/15 = 1/9; 

2) без возвращения: вынутый шар откладывается в сторону. В этом случае 
события В и С зависимы: 

Р(А) = Р(В)∙Р(С/В). 

Для события В условия прежние, 
3
1

15
5  )( BP , а для С ситуация 

изменилась. Произошло В, следовательно в урне осталось 14 шаров, среди 

которых 4 белых 
7
2

14
4  P(C/B) . 

Итак,    
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7
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3
1)( AP . 

Задача 8. Среди 50 электрических лампочек 3 нестандартные. Найти 
вероятность того, что две взятые одновременно лампочки нестандартные. 

Решение. Рассмотрим события: А – первая лампочка нестандартная, В – вторая 
лампочка нестандартная, С – обе лампочки нестандартные. Ясно, что С = А∙В. 
Событию А благоприятствуют 3 случая из 50 возможных, т.е. Р(А) = 3/50. Если 
событие А уже наступило, то событию В благоприятствуют два случая из 49 
возможных, т.е. Р(В/А) = 2/49. Следовательно,  

1225
3

49
2

50
3)/()()(  АВРАРСP . 

Задача 9. Два спортсмена независимо друг от друга стреляют по одной мишени. 
Вероятность попадания в мишень первого спортсмена равна 0,7, а второго – 0,8. 
Какова вероятность того, что мишень будет поражена? 



Решение. Мишень будет поражена, если в нее попадет либо первый стрелок, 
либо второй, либо оба вместе, т.е. произойдет событие А+В, где событие А 
заключается в попадании в мишень первым спортсменом, а событие В – вторым. 
Тогда 

Р(А+В)=Р(А)+Р(В)–Р(А∙В)=0,7+0,8–0,7∙0,8=0,94. 
Задача 10. В читальном зале имеется шесть учебников по теории вероятностей, из 

которых три в переплете. Библиотекарь наудачу взял два учебника. Найти 
вероятность того, что два учебника окажутся в переплете. 

Решение. Введем обозначения событий: A – первый взятый учебник имеет 
переплет, В – второй учебник имеет переплет. Вероятность того, что первый 
учебник имеет переплет,  

P(A) = 3/6 = 1/2. 
Вероятность того, что второй учебник имеет переплет, при условии, что 

первый взятый учебник был в переплете, т.е. условная вероятность события В, 
такова: P(B/А) = 2/5. 

Искомая вероятность того, что оба учебника имеют переплет, по теореме 
умножения вероятностей событий равна  

P(AB) = P(A) ∙ P(B/А) = 1/2·∙ 2/5 = 0,2. 
Задача 11. В цехе работают 7 мужчин и 3 женщины. По табельным номерам 

наудачу отобраны три человека. Найти вероятность того, что все отобранные 
лица окажутся мужчинами. 

Решение. Введем обозначения событий: A – первым отобран мужчина, В – 
вторым отобран мужчина, С – третьим отобран мужчина. Вероятность того, что 
первым будет отобран мужчина, P(A) = 7/10. 

Вероятность того, что вторым отобран мужчина, при условии, что первым 
уже был отобран мужчина, т.е. условная вероятность события В следующая: 
P(B/А) = 6/9 = 2/3. 

Вероятность того, что третьим будет отобран мужчина, при условии, что уже 
отобраны двое мужчин, т.е. условная вероятность события С такова: P(C/АВ) = 
5/8. 

Искомая вероятность того, что все три отобранных лица окажутся 
мужчинами, P(ABC) = P(A) P(B/А) P(C/АВ) = 7/10 · 2/3 · 5/8 = 7/24. 
 
 

1.3. Формула полной вероятности. Формула Байеса. 
 

Пусть B1, B2,…, Bn – попарно несовместные события (гипотезы) и А – событие, 
которое может произойти только совместно с одним из них. 

Пусть, кроме того, нам известны Р(Bi) и Р(А/Bi) (i = 1, 2, …, n). 
В этих условиях справедливы формулы: 
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Формула (1) называется формулой полной вероятности. По ней 
вычисляется вероятность события А (полная вероятность). 

Формула (2) называется формулой Байеса. Она позволяет произвести 
пересчет вероятностей гипотез, если событие А произошло. 

При составлении примеров удобно считать, что гипотезы образуют полную 
группу. 

Задача 1. В корзине яблоки с четырех деревьев одного сорта. С первого – 15% 
всех яблок, со второго – 35%, с третьего – 20%, с четвертого – 30%. Созревшие 
яблоки составляют соответственно 99%, 97%, 98%, 95%. 

а) Какова вероятность того, что наугад взятое яблоко окажется спелым 
(событие А). 

б) При условии, что наугад взятое яблоко оказалось спелым, вычислить 
вероятность того, что оно с первого дерева. 

Решение. а) Имеем 4 гипотезы: 
B1 – наугад взятое яблоко снято с 1-го дерева; 
B2 – наугад взятое яблоко снято с 2-го дерева; 
B3 – наугад взятое яблоко снято с 3-го дерева; 
B4 – наугад взятое яблоко снято с 4-го дерева. 

Их вероятности по условию: Р(B1) = 0,15; Р(B2) = 0,35; Р(B3) = 0,2; Р(B4) = 0,3. 
Условные вероятности события А: 
Р(А/B1) = 0,99; Р(А/B2) = 0,97; Р(А/B3) = 0,98; Р(А/B4) = 0,95. 
Вероятность того, что наудачу взятое яблоко окажется спелым, находится по 

формуле полной вероятности: 
Р(А)=Р(B1)∙Р(А/B1)+Р(B2)∙Р(А/B2)+Р(B3)∙Р(А/B3)+Р(B4)∙Р(А/B4)=0,969. 

б) Формула Байеса для нашего случая имеет вид: 
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Задача 2. В урну, содержащую два шара, опущен белый шар, после чего из 
нее наудачу извлечен один шар. Найти вероятность того, что извлеченный шар 
окажется белым, если равновозможны все возможные предположения о 
первоначальном составе шаров (по цвету). 



Решение. Обозначим через А событие – извлечен белый шар. Возможны 
следующие предположения (гипотезы) о первоначальном составе шаров: B1 – 
белых шаров нет, В2 – один белый шар, В3 – два белых шара. 

Поскольку всего имеется три гипотезы, и сумма вероятностей гипотез равна 
1 (так как они образуют полную группу событий), то вероятность каждой из 
гипотез равна 1/3,т.е.  

P(B1) = P(B2) = P(B3) = 1/3. 
Условная вероятность того, что будет извлечен белый шар, при условии, что 

первоначально в урне не было белых шаров, Р(А/B1)=1/3. Условная вероятность 
того, что будет извлечен белый шар, при условии, что первоначально в урне был 
один белый шар, Р(А/B2)=2/3. Условная вероятность того, что будет извлечен 
белый шар, при условии, что первоначально в урне было два белых шара 
Р(А/B3)=3/3=1. 

Искомую вероятность того, что будет извлечен белый шар, находим по 
формуле полной вероятности:  
Р(А)=Р(B1)∙Р(А/B1)+Р(B2)∙Р(А/B2)+Р(B3)∙Р(А/B3)=1/3·1/3+1/3·2/3+1/3·1=2/3. 

Задача 3. Два автомата производят одинаковые детали, которые поступают 
на общий конвейер. Производительность первого автомата вдвое больше 
производительности второго. Первый автомат производит в среднем 60% 
деталей отличного качества, а второй – 84%. Наудачу взятая с конвейера деталь 
оказалась отличного качества. Найти вероятность того, что эта деталь 
произведена первым автоматом. 

Решение. Обозначим через А событие – деталь отличного качества. Можно 
сделать два предположения: B1 – деталь произведена первым автоматом, причем 
(поскольку первый автомат производит вдвое больше деталей, чем второй) 
Р(А/B1) = 2/3; B2 – деталь произведена вторым автоматом, причем P(B2) = 1/3. 

Условная вероятность того, что деталь будет отличного качества, если она 
произведена первым автоматом, Р(А/B1)=0,6. 

Условная вероятность того, что деталь будет отличного качества, если она 
произведена вторым автоматом, Р(А/B1)=0,84. 

Вероятность того, что наудачу взятая деталь окажется отличного качества, 
по формуле полной вероятности равна 

Р(А)=Р(B1)∙Р(А/B1)+Р(B2)∙Р(А/B2)=2/3·0,6+1/3·0,84 = 0,68. 
Искомая вероятность того, что взятая отличная деталь произведена первым 

автоматом, по формуле Бейеса равна 
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Задача 4. Имеются три партии деталей по 20 деталей в каждой. Число 
стандартных деталей в первой, второй и третьей партиях соответственно равны 
20, 15, 10. Из выбранной партии наудачу извлечена деталь, оказавшаяся 
стандартной. Детали возвращают в партию и вторично из этой же партии 

наудачу извлекают деталь, которая также оказывается стандартной. Найти 
вероятность того, что детали были извлечены из третьей партии. 

Решение. Обозначим через А событие – в каждом из двух испытаний (с 
возвращением) была извлечена стандартная деталь.  Можно сделать три 
предположения (гипотезы): B1 – детали извлекаются из первой партии, В2 – 
детали извлекаются из второй партии, В3 – детали извлекаются из третьей 
партии. 

Детали извлекались наудачу из взятой партии, поэтому вероятности гипотез 
одинаковы: P(B1) = P(B2) = P(B3) = 1/3. 

Найдем условную вероятность Р(А/B1), т.е. вероятность того, что из первой 
партии будут последовательно извлечены две стандартные детали. Это событие 
достоверно, т.к. в первой партии все детали стандартны, поэтому Р(А/B1)  = 1. 

Найдем условную вероятность Р(А/B2), т.е. вероятность того, что из второй 
партии будут последовательно извлечены (с возвращением) две стандартные 
детали: Р(А/B2)= 15/20 ∙ 15/20 = 9/16. 

Найдем условную вероятность Р(А/B3), т.е. вероятность того, что из третьей 
партии будут последовательно извлечены (с возвращением) две стандартные 
детали: Р(А/B3) = 10/20 · 10/20 = 1/4. 

Искомая вероятность того, что обе извлеченные стандартные детали взяты из 
третьей партии, по формуле Бейеса равна  
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1.4. Последовательности независимых испытаний 
 
Если производится несколько испытаний, причем вероятность события А в 

каждом испытании не зависит от исходов других испытаний, то такие 
испытания называют независимыми относительно события А. В разных 
независимых испытаниях событие А может иметь либо различные вероятности, 
либо одну и ту же вероятность.  Будем далее рассматривать лишь такие 
независимые испытания, в которых событие А имеет одну ту же вероятность. 

Пусть производится п независимых испытаний, в каждом из которых 
событие А может появиться либо не появиться. Условимся считать, что 
вероятность события А в каждом испытании одна и та же, а именно равна р. 
Следовательно, вероятность ненаступления события А в каждом испытании 
также постоянна и равна 1–р. Такая вероятностная схема называется схемой 
Бернулли. Поставим перед собой задачу вычислить вероятность того, что при п 



испытаниях по схеме Бернулли событие А осуществится ровно k раз (k – число 
успехов) и, следовательно, не осуществится п–k раз. Важно подчеркнуть, что не 
требуется, чтобы событие А повторилось ровно k раз в определенной 
последовательности. Искомую вероятность обозначим Рп(k). Например, символ 
Р5(3) означает вероятность того, что в пяти испытаниях событие появится ровно 
3 раза и, следовательно, не наступит 2 раза. 

Поставленную задачу можно решить с помощью так называемой формулы 
Бернулли, которая имеет вид: 

knkknnk
nn qp

knk
nqpCkP 




)!(!
!)( . 

Задача 1. Найти вероятность того, что при 10-кратном бросании монеты 
герб выпадет ровно 5 раз. 

Решение. Вероятность выпадения герба при одиночном испытании p = 1/2, 
отсюда q = 1 – p = 1/2. По формуле Бернулли имеем  
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Задача 2. Вероятность того, что расход электроэнергии в продолжение 
одних суток не превысит установленной нормы, равна р=0,75. Найти 
вероятность того, что в ближайшие 6 суток расход электроэнергии в течение 4 
суток не превысит нормы. 

Решение. Вероятность нормального расхода электроэнергии в продолжение 
каждых из 6 суток постоянна и равна р=0,75. Следовательно, вероятность 
перерасхода электроэнергии в каждые сутки также постоянна и равна q=1–
р=1–0,75=0,25. 

Искомая вероятность по формуле Бернулли равна  

30,0)25,0()75,0(
2

56)4( 24244
66 


 qpCP . 

Задаче 3. Два равносильных шахматиста играют в шахматы. Что вероятнее: 
выиграть две партии из четырех или три партии из шести (ничьи во внимание не 
принимаются)? 

Решение. Играют равносильные шахматисты, поэтому вероятность 
выигрыша р = 1/2, следовательно, вероятность проигрыша q также равна 1/2. 
Т.к. во всех партиях вероятность выигрыша постоянна и безразлична, в какой 
последовательности будут выиграны партии, то применима формула Бернулли. 

Найдем вероятность того, что две партии из четырех будут выиграны: 
.16/6)2/1()2/1()21/(34)2( 22222

44  qpCP  
Найдем вероятность того, что будут выиграны три партии из шести: 

.16/5)2/1()2/1()321/(456)3( 33333
66  qpCP  

Т.к. P4(2) > P6(3), то вероятнее выиграть две партии из четырех, чем три из 
шести. 

 
ТЕМА 2. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

 
Часто в результате испытания происходят события, заключающиеся в том, 

что некоторая величина принимает одно из своих возможных значений. 
В таких случаях удобно вместо множества событий рассматривать одну 

переменную величину (называемую случайной величиной). Случайная величина 
обозначается через X, Y, Z, … и т.д. 

 
2.1. Понятие случайной величины 

 
Случайной называется величина, которая в результате испытания может 

принять то или иное возможное значение, неизвестное заранее, но обязательно 
одно. 

Пример 1. В студенческой группе 25 человек. Пусть величина Х – число 
студентов, находящихся в аудитории перед началом занятий. Ее возможными 
значениями будут числа 0, 1, 2,…,25. 

При каждом испытании (начало занятий) величина Х обязательно примет 
одно из своих возможных значений, т.е. наступит одно из событий Х = 0, Х = 1, 
…, Х = 25. 

Пример 2. Измерение курса акции некоторого предприятия. Возможные 
события заключаются в том, что стоимость акции Y примет некоторое значение 
в пределах от 0 до ∞. 

Пример 3. Однократное бросание игральной кости. Возможные события 
заключаются в том, что на верхней грани выпадает Z: 1, 2, 3, 4, 5, 6. 

Пример 4. Подбрасывается монета n раз. Возможные результаты: герб 
выпал 0, 1, 2, …, n раз. 

Различают дискретные и непрерывные случайные величины. 
Если множество возможных значений случайной величины конечно или 

образуют бесконечную числовую последовательность, то такая случайная 
величина называется дискретной (примеры 1, 3, 4). 

Случайная величина, множество значений которой заполняет сплошь 
некоторый числовой промежуток, называется непрерывной (пример 2). 

Очевидно, что для полной характеристики дискретной случайной величины 
мало знать ее значения. Необходимо им поставить в соответствие вероятности. 

Соответствие между всеми возможными значениями дискретной случайной 
величины и их вероятностями называется законом распределения данной 
случайной величины. 



Простейшая формой задания закона распределения дискретной случайной 
величины является таблица, в которой перечислены возможные значения 
случайной величины (обычно в порядке возрастания) и соответствующие им 
вероятности: 

Х х1 х2 … хn … 
Р р1 р2 … рn … 

Такая таблица называется рядом распределения. Допустим, что число 
возможных значений случайной величины конечно: х1, х2, …, хn. При одном 
испытании случайная величина принимает одно и только одно постоянное 
значение. Поэтому события Х = хi (i = 1, 2, … , n) образуют полную группу 
попарно независимых событий. Следовательно, р1  + р2 + …  + рn  = 1. 

Можно закон распределения изобразить и графически, откладывая на оси 
абсцисс возможные значения случайной величины, а на оси ординат – 
соответствующие вероятности. Для большей выразительности полученные 
точки соединяются прямолинейными отрезками. Получающая при этом фигура 
называется многоугольником (полигоном) распределения. 

Непрерывную случайную величину нельзя охарактеризовать перечнем всех 
возможных ее значений и их вероятностей. Естественно, встает вопрос о том, 
нельзя ли охарактеризовать случайную величину иным способом, одинаково 
годным как для дискретных, так и для непрерывных случайных величин. 

Функцией распределения случайной величины Х называют функцию F(x), 
определяющую для каждого значения х, вероятность того, что случайная 
величина Х примет значение меньше х, т.е. 

F(x) = P( X < x ) .  
Иногда функцию F(x) называют интегральной функцией распределения. 
Функция распределения обладает следующими свойствами: 
1 .  Значение функции распределения принадлежит отрезку [0,1]: 

0  F (x)  1 .  
2. Функции распределения есть неубывающая функция. 
3. Вероятность того, что случайная величина Х примет значение, 

заключенное в интервале (а, b), равна приращению функции распределения на 
этом интервале:  

Р(а < X < b) = F(b) – F(а). (1) 
4. Если все возможные значения случайной величины Х принадлежат 

интервалу (а, b), то  
F(x) = 0 при х  а ; F(x) = 1 при х  b . 

5. Справедливы следующие предельные отношения: 
1)(lim  ,0)(lim 


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xx
. 

Для дискретной случайной величины Х, которая может принимать значения 
х1, х2, …,хn, функция распределения имеет вид 
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
xx

i
i

xXPxF ),()(  

где неравенство под знаком суммы означает, что суммирование касается всех 
тех значений хi, величина которых меньше х. 

Поясним эту формулу исходя из определения функции F(x). Предположим, 
что аргумент х принял какое-то определенное, но такое, что выполняется 
неравенство xi < x  xi+1. Тогда левее числа х на числовой оси окажутся только 
те значения случайной величины, которые имеют индекс 1, 2, 3, …, i. Поэтому 
неравенство Х < x выполняется, если величина Х примет значения хк, где k = 1, 
2, …, i. Таким образом, событие Х < x  наступит, если наступит любое, неважно 
какое, из событий Х = х1, Х = х2, Х = х3, …, Х = хi. Так как эти события 
несовместны, то по теореме сложения вероятностей имеем 
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Предположим теперь, что для непрерывной случайной величины Х ее 
функция распределения F(x) имеет непрерывную производную 

F'(x) = f(x). 
Функцию f(x) называют плотностью вероятности (для данного 

распределения) или дифференциальной функцией. 
Так как плотность вероятности f(x) является производной неубывающей 

функции F(x), то она неотрицательна: f(x)  0 . В отличие от функции 
распределения, плотность вероятности может принимать сколь угодно большие 
значения. 

Так как F(x) является первообразной для f(x), то на основании формулы 

Ньютона-Лейбница имеем  
b

FbFdxхf
а

а)()()( . Отсюда в силу (1) 

получаем 

P(a  X  b) = 
b

а
dxхf )( . (3) 

Полагая а=–  и b=+, получаем достоверное событие Х(–, +), 
вероятность которого равна единице. Следовательно, 

 
b

a

aFbFdxхf )()()( . 

В частности, если все возможные значения случайной величины принадлежат 

интервалу (а, b), то  
b

dxхf
а

1)( . Полагая в формуле а = –, b = х и обозначая 

для ясности переменную интегрирования t, получим функцию распределения 



F(x) = P(– < X < x) = 


x
dttf )( . 

Задача 1. Функция распределения случайной величины Х задана 
выражением 
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Найти коэффициент α; вероятность попадания значения случайной величины 
Х в результате опыта в интервал (/4; 3/4); построить график функции. 

Решение. При х=3/4 функция F(x) равна 1, т.е. α∙sin(3/4–/4)+1/2=1, или 
α∙sin (/2) + 1/2 = 1. Откуда α = 1/2. 

Подставляя а = /4 и b = 3/4 в равенство (3.1), получаем 
Р(/4 <X<3/4) = F(3/4) - F(/4) = 1/2sin(/2)+1/2–1/2sin 0 – 1/2 = 1/2. 

График функции у =1/2∙sin (х–/4)+1/2 отличается  от графика  функции у = 
sinх тем, что он «сжат» по оси Оу в два раза, сдвинут вправо на /4, поднят 
вверх на 1/2. Воспользовавшись этим замечанием, отразим график F(x) (рис. 1). 

 
Рис. 1. 

Задача 2. Средняя продолжительность срока реализации товара (в часах) 
имеет следующую плотность распределения: 

f(х)=
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Вычислить: 

а) вероятность того, что товар будет реализован позднее 150 часов; 
б) вероятность того, что товар будет реализован позднее 200 часов и в то же 

время не позднее 300 часов. 
Решение. а) Обозначим срок реализации товара через Х. Мы знаем, что Р(Х > 

150) = 1 – Р(Х < 150)  и что  Р(Х < 150) = F(150). В то же время 
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Следовательно, Р(Х > 150) = 1 – 
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2.2. Числовые характеристики случайных величин. 
 

Функция распределения содержит полную информацию о случайной 
величине. На практике функцию распределения не всегда можно установить; 
иногда такого исчерпывающего знания и не требуется. Частичную информацию 
о случайной величине дают числовые характеристики, которые в зависимости 
от рода информации делятся на следующие группы. 
1. Характеристики положения случайной величины на числовой оси (мода Мo, 

медиана Мe, математическое ожидание М(Х)). 
2. Характеристики разброса случайной величины около среднего значения 

(дисперсия D(X), среднее квадратическое отклонение (Х)). 
Математическое ожидание случайной величины Х указывает некоторое 

среднее значение, около которого группируются все возможные значения Х. Для 
дискретной случайной величины, которая может принимать лишь конечное 
число возможных значений, математическим ожиданием называют сумму 
произведений всех возможных значений случайной величины на вероятность 
этих значений: 
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Для непрерывной случайной величины Х, имеющей заданную плотность 
распределения (x) математическим ожиданием называется  следующий 
интеграл: 

/4 /2 3/4 х 0 
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Здесь предполагается, что несобственный интеграл  



dxхх )(  сходится 

абсолютно, т.е. существует.  
Свойства математического ожидания: 

1. М(С) = C, где С = const; 
2. M(C∙Х) = С∙М(Х); 
3. М(Х  Y) = М(Х)  М(Y), где X и Y – любые случайные величины; 
4. М(Х∙Y)=М(Х)∙М(Y), где X и Y– независимые случайные величины. 

Две случайные величины называются независимыми, если закон 
распределения одной из них не зависит от того, какие возможные значения 
приняла другая величина. 

Модой дискретной случайной величины, обозначаемой Мо, называется ее 
наиболее вероятное значение (рис. 1), а модой непрерывной случайной 
величины – значение, при котором плотность вероятности максимальна (рис. 2). 

 
Рис. 1 Рис. 2 

Медианой непрерывной случайной величины Х называется такое ее 
значение Ме, для которого одинаково вероятно, окажется ли случайная 
величина меньше или больше Ме, т.е. 

Р(Х < Ме) = Р(X > Ме) 
Из определения медианы следует, что Р(Х<Ме) = 0,5, т.е. F(Ме) = 0,5. 

Геометрически медиану можно истолковывать как абсциссу, в которой ордината 
(x) делит пополам площадь, ограниченную кривой распределения  (рис. 3). В 
случае симметричного распределения медиана совпадает с модой и 
математическим ожиданием (рис. 4). 

 
Рис. 3 Рис. 4 

Дисперсией случайной величины называется математическое ожидание 
квадрата ее отклонения от математического ожидания 

D(X) = M(X –М(Х))2. 
Дисперсию случайной величины Х удобно вычислять по формуле: 
а) для дискретной величины 

   2222 )()()()( XMpxXMXMXD
i

ii   ; (3) 

б) для непрерывной случайной величины 
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 2)( xXD (х)dx – [M(X)]2 . (4) 

Дисперсия обладает следующими свойствами: 
1. D(C) = 0,   где С = const; 
2. D(CX) = C2∙D(X); 
3. D(XY) = D(X) + D(Y), если X и Y независимые случайные величины. 

Средним квадратическим отклонением случайной величины Х называется 
арифметический корень из дисперсии, т.е.  

(X) = )(XD . 
Заметим, что размерность (Х) совпадает с размерностью самой случайной 

величины Х, поэтому среднее квадратическое отклонение более удобно для 
характеристики рассеяния. 

Обобщением основных числовых характеристик случайных величин 
является понятие моментов случайной величины. 

 
Пример 1. Дискретная случайная величина Х, имеющая смысл числа 

курьеров, задействованных для доставки корреспонденции в коммерческой 
организации, задана законом распределения: 

Х 0 1 2 3 
р 0,4 0,1 0,3 0,2 

Мо=Ме=М(Х) х 0 

(х) 

Мо х 0 

(х) 

Мо х 0

(х) 

Мо х 0

Р 



Найти моду, математическое ожидание, дисперсию, среднее квадратическое 
отклонение. 

Решение. Мода – это наиболее вероятное значение величины. Наибольшая 
вероятность p=0,4 у значения Х=0, моэтому Мо(Х)=0. Так как случайная 
величина является дискретной, то для вычисления М(Х) воспользуемся 
формулой (1). Имеем 

М(Х) = х1р1 + х2р2 + х3р3 + х4р4 = 00,4 + 10,1 + 20,3 + 30,2 = 1,3. 
Найдем дисперсию D(X). Предварительно найдем математическое ожидание 

от Х2: 
М(Х2) = х1

2р1+х2
2р2+х3

2р3+х4
2р4 = 020,4+120,1+220,3+320,2 = 3,1. 

Далее по формуле (3) получаем 
D(X) = 3,1 –1,32 = 3,1 – 1,69 = 1,41. 
Найдем среднее квадратическое отклонение. Имеем 

(Х) = 22,141,1)( XD . 
Таким образом, среднее число курьеров равно 1,3 со средним разбросом 

1,22. 
Пример 2. Случайная величина Х задана интегральной функцией 

распределения 
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Найти функцию плотности распределения )(xf  (дифференциальную 
функцию распределения), М(Х), D(Х). 

Решение. Дифференциальная функция распределения имеет вид 
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Математическое ожидание непрерывной случайной величины Х 
определяется формулой: 
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Наша функция вне промежутка [0; 2] равна нулю, следовательно, 
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Дисперсия непрерывной случайной величины, по общему правилу,  
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Пример 3. Непрерывная случайная величина Х задана функцией 

распределения 
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Найти математическое ожидание и дисперсию этой случайной величины. 
Решение. По определению дифференциальной функции (х) = F(x). Отсюда
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В точках х = 0 и х =  функция (х) не дифференцируема. По формуле (3.5) 
получаем 
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Находим сначала М(Х2). Имеем 
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Далее по формуле (3.7) получаем 
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2.3. Виды случайных величин. Нормальное распределение 
 

Пусть в каждом из n независимых испытаний событие А может произойти с 
одной и той же вероятностью р (следовательно, вероятность непоявления q =1 – 
p). Дискретная случайная величина Х – число наступлений события А – имеет 
распределение, которое называется биномиальным. 

Очевидно, событие А в n испытаниях может либо не появиться, либо 
появиться 1 раз, либо 2 раза, …, либо n раз. Таким образом, возможные 
значения Х таковы: х1 = 0, х2 = 1, х3 = 2,…, хn+1 = n. Вероятность возможного 
значения Х = k (числа k появления события) вычисляют по формуле Бернулли: 

Pn(k) = Cn
k·pk·qn–k, 

где k = 0, 1, 2, …, n. 
Ряд распределения случайной величины Х, подчиненной биномиальному 

закону, можно представить в виде следующей таблицы: 
Х 0 1 … k … n 
Р Cn

0·p0·qn Cn
1·p1·qn–1 … Cn

k·pk·qn–k … Cn
n·pn·q0 

Название закона связано с тем, что вероятности Pn(k) при k = 0, 1, 2, …, n 
являются членами разложения бинома Ньютона 

(p + q)n = qn + Cn
1·p1·qn–1 + … + Cn

k·pk·qn–k + … +pn. 
Отсюда сразу видно, что сумма всех вероятностей второй строки таблицы 

равна 1, так как p+q=1. 

Задача 1. В цехе работают четыре станка. Вероятность остановки в течение 
часа каждого из них равна 0,8. 1) Найти закон распределения случайной 
величины Х – числа станков, остановившихся в течение часа.  2) Найти 
вероятность остановки в течение часа: а) более двух станков; б) от одного до 
трех станков. 

Решение. 1) Возможные значения Х следующие: 0, 1, 2, 3, 4. Вероятность 
этих значений можно найти по формуле Бернулли, потому что Х имеет 
биномиальное распределение (станки останавливаются независимо друг от 
друга с постоянной вероятностью р=0,8). Получаем р4(0)=q4=0,0016, 
р4(1)=C4

1p1q3=0,0256, р4(2)=C4
2p2q2= 0,154, р4(3)= C4

3·p3 ·q1 = 0,41, р4(4)= p4 = 0,41. 
Ряд распределения имеет вид 

Х 0 1 2 3 4 

Р 0,0016 0,0256 0,154 0,41 0,41 
2) а) Р(X>2)=P(X=3)+P(X=4)=0,41+0,41=0,82. 

б) P(1X3)=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=0,0256+0,154+0,41=0,59. 
 
Распределение Пуассона. Это распределение представляет собой предельный 

случай биномиального, когда вероятность р очень мала, а число испытаний n 
велико. 

Таким образом, им можно пользоваться при описании частот распределения 
редких событий, таких, например, как случай обширных наводнений на 
протяжении долгого периода времени наблюдений. 

Дискретная случайная величина Х, которая может принимать только целые 
неотрицательные значения с вероятностями  

!
)(

k
ekР

k

n

  , (1) 

где k – число появления событий в n независимых испытаниях,  = n·p (среднее 
число появлений события в n испытаниях), называется распределенной по 
закону Пуассона с параметром . 

В отличие от биномиального распределения здесь случайная величина может 
принимать бесконечное множество значений, представляющее собой 
бесконечную последовательность целых чисел 0, 1, 2, 3, … . 

Закон Пуассона описывает число событий k, происходящих за одинаковые 
промежутки  времени. При этом полагается, что события появляются независимо 
друг от друга с постоянной средней интенсивностью, которая характеризуется 
параметром  = n·p. Так как для распределения Пуассона вероятность р появления 
события в каждом испытании мала, то это распределение называют законом 
распределения редких явлений. 



По распределению Пуассона распределено, например число посетителей 
магазина или банка за определенный промежуток времени, при этом  – среднее 
число посетителей за это время. 

Пример 1. Предположим, что в среднем в магазин приходит 2,1 покупатель 
в минуту. Тогда, используя (1), получаем, например, вероятности того, что 
магазин посетят за минуту 1, 4 и 10 посетителей: 
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Основанием считать статистическое распределение пуассоновским является 
близость значений статистических характеристик х  и S2 (которые являются 
статистическими приближениями математического ожидания и дисперсии), так 
как для теоретического распределения Пуассона имеет место: М(Х) = D(X) = . 

 
Непрерывная случайная величина Х имеет равномерное распределение на 

отрезке [a, b], если ее плотность имеет следующий вид: 















.  при,0
,   при,

  при,0
)(

bx
bxc

x
x а

a,
 

График плотности распределения показан на рис. 1. 

 
Рис. 1 

Найдем значение постоянной С. Так как площадь, ограниченная кривой 
распределения и осью Ох, равна 1, то 

1)()(  
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abccdxdxх
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a
, 

откуда С = 1/(b – a). 

Пусть [,]  [ a,b]. Тогда 
ab

dxхХРр

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 
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

)()( ,     т.е. 

L
p 
 , (2) 

где L – длина (линейная мера) всего отрезка [a, b] и   – длина частичного 
отрезка [, ]. 

Значения случайной величины Х, т.е. точки х отрезка [a,b], можно 
рассматривать как всевозможные элементарные исходы некоторого испытания. 
Пусть событие А состоит в том, что результат испытания принадлежит отрезку 
[, ]  [a, b]. Тогда точки отрезка [, ] есть благоприятные элементарные 
исходы события А. 

Согласно формуле (2) имеем геометрическое определение вероятности: 
под вероятностью события А понимается отношение меры   множества 
элементарных исходов, благоприятствующих событию А, к мере L множества 
всех возможных элементарных исходов в предположении, что они 
равновозможны: 

1
L

p  . 

Это определение естественно переносит классическое определение 
вероятности на случай бесконечного числа элементарных исходов (случаев). 

Аналогичное определение можно ввести также тогда, когда элементарные 
исходы испытания представляют собой точки плоскости или пространства. 

Задача 2. В течение часа 0  t  1 (t – время в часах) на остановку прибывает 
один и только один автобус. Какова вероятность того, что пассажиру, 
пришедшему на эту остановку в момент времени t = 0, придется ожидать 
автобус не более 10 минут? 

Решение. Здесь множество всех элементарных исходов образует отрезок [0,1], 
временная длина которого L=1, а множество благоприятных элементарных исходов 
составляет отрезок [0,1/6] временной длины  =1/6. 

Поэтому искомая вероятность есть  

6
1


L

p  . 

Задача 3. В квадрат К со стороной а с вписанным в него кругом S случайно 
бросается материальная точка М. Какова вероятность того, что эта точка 
попадает в круг S? 

Решение. Здесь площадь квадрата К = а2, а 

площадь круга 2

4
aS 

 . 

За искомую вероятность естественно принять 
отношение 
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Эта вероятность, а следовательно, и число , очевидно, могут быть 
определены экспериментально. 

 
Непрерывная случайная величина Х, функция плотности которой задается 

выражением 
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называется случайной величиной, имеющей показательное, или 
экспоненциальное, распределение. Здесь параметр  постоянная положительная 
величина. 

Величина срока службы различных устройств и времени безотказной работы 
отдельных элементов этих устройств при выполнении определенных условий 
обычно подчиняется показательному распределению. Также этому 
распределению подчиняется время ожидания клиента в системе массового 
обслуживания (магазин, мастерская, банк, парикмахерская и т.д.). Другими 
словами, величина промежутка времени между появлениями двух 
последовательных редких событий подчиняется зачастую показательному 
распределению. График дифференциальной функции показательного 
распределения показан на рис. 2. 

 
Рис. 2. 

Нормальное распределение 
Случайная величина Х имеет нормальное распределение (или распределение 

по закону Гаусса), если ее плотность вероятности имеет вид: 
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где параметры а – любое действительное число и >0. 
График дифференциальной функции нормального распределения называют 

нормальной кривой (кривой Гаусса). Нормальная кривая (рис. 3) симметрична 

относительно прямой х=а, имеет максимальную ординату  



2

1
maxy , а в 

точках х = а   – перегиб. 

 
Рис. 3 

Доказано, что параметр а является математическим ожиданием (также модой и 
медианой), а  – средним квадратическим отклонением.  

Функция плотности нормального распределения (х) с параметрами а = 0,  
= 1 называется плотностью стандартной нормальной случайной величины, 
а ее график – стандартной кривой Гаусса. 

Функция плотности нормальной стандартной величины определяется 

формулой 2

2

2
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х

eх
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
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ее график изображен на рис. 
4. 

Из свойств 
математического ожидания и 
дисперсии следует, что для 

величины 





)(XMXU ,  

D(U) = 1 , M(U) = 0. Поэтому стандартную нормальную кривую можно 

рассматривать как кривую распределения случайной величины 




аXU , где Х 

– случайная величина, подчиненная нормальному закону распределения с 
параметрами а и . 
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Нормальный закон распределения случайной величины в интегральной 
форме имеет вид 
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Полагая в интеграле (3) 
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где 

 axz . Первое слагаемое равно 1/2. Второе слагаемое 
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называется функцией Лапласа, а также интегралом вероятности. 
Поскольку интеграл в формуле (4) не выражается через элементарные функции, 
для удобства расчетов составлена для z  0 таблица функции Лапласа.  

Значения функции dzexФ

z
x 2

0

2

2
1)(



  

х Ф(х) х Ф(х) х Ф(х) х Ф(х) х Ф(х) х Ф(х) 
0,00 0,0000 0,43 0,1664 0,86 0,3051 1,29 0,4015 1,72 0,4573 2,30 0,4893 
0,01 0,0040 0,44 0,1700 0,87 0,3078 1,30 0,4032 1,73 0,4582 2,32 0,4898 
0,02 0,0080 0,45 0,1736 0,88 0,3106 1,31 0,4049 1,74 0,4591 2,34 0,4904 
0,03 0,0120 0,46 0,1772 0,89 0 3133 1,32 0,4066 1,75 0,4599 2,36 0,4909 
0,04 0,0160 0,47 0,1808 0,90 0,3159 1,33 0,4082 1,76 0,4608 2,38 0,4913 
0,05 0,0199 0,48 0,1844 0,91 0,3186 1,34 0,4099 1,77 0,4616 2,40 0,4918 
0,06 0,0239 0,49 0,1879 0,92 0,3212 1,35 0,4115 1,78 0,4625 2,42 0,4922 
0,07 0,0279 0,50 0,1915 0,93 0,3238 1,36 0,4131 1,79 0,4633 2,44 0,4927 
0,08 0,0319 0,51 0,1950 0,94 0,3264 1,37 0,4147 1,80 0,4641 2,46 0,4931 
0,09 0,0359 0,52 0,1985 0,95 0,3289 1,38 0,4162 1,81 0,4649 2,48 0,4934 
0,10 0,0398 0,53 0,2019 0,96 0,3315 1,39 0,4177 1,82 0,4656 2,50 0,4938 
0,11 0,0438 0,54 0,2054 0,97 0,3340 1,40 0,4192 1,83 0,4664 2,52 0,4941 
0,12 0,0478 0,55 0,2088 0,98 0,3365 1,41 0,4207 1,84 0,4671 2,54 0,4945 
0,13 0,0517 0,56 0,2123 0,99 0,3389 1,42 0,4222 1,85 0,4678 2,56 0,4948 
0,14 0,0557 0,57 0,2157 1,00 0,3413 1,43 0,4236 1,86 0,4686 2,58 0,4951 
0,15 0,0596 0,58 0,2190 1,01 0,3438 1,44 0,4251 1,87 0,4693 2,60 0,4953 
0,16 0,0636 0,59 0,2224 1,02 0,3461 1,45 0,4265 1,88 0,4698 2,62 0,4956 
0,17 0,0675 0,60 0,2257 1,03 0,3485 1,46 0,4279 1,89 0,4706 2,64 0,4959 
0,18 0,0714 0,61 0,2291 1,04 0,3508 1,47 0,4292 1,90 0,4713 2,66 0,4961 
0,19 0,0753 0,62 0,2324 1,05 0,3531 1,48 0,4306 1,91 0,4719 2,68 0,4963 
0,20 0,0793 0,63 0,2357 1,06 0,3554 1,49 0,4319 1,92 0,4726 2,70 0,4965 

х Ф(х) х Ф(х) х Ф(х) х Ф(х) х Ф(х) х Ф(х) 
0,21 0,0832 0,64 0,2389 1,07 0,3577 1,50 0,4332 1,93 0,4732 2,72 0,4967 
0,22 0,0871 0,65 0,2422 1,08 0,3599 1,51 0,4345 1,94 0,4738 2,74 0,4969 
0,23 0,0910 0,66 0,2454 1,09 0,3621 1,52 0,4357 1,95 0,4744 2,76 0,4971 
0,24 0,0948 0,67 0,2486 1,10 0,3643 1,53 0,4370 1,96 0,4750 2,78 0,4973 
0,25 0,0987 0,68 0,2517 1,11 0,3665 1,54 0,4382 1,97 0,4756 2,80 0,4974 
0,26 0,1026 0,69 0,2549 1,12 0,3686 1,55 0,4394 1,98 0,4761 2,82 0,4976 
0,27 0,1064 0,70 0,2580 1,13 0,3708 1,56 0,4406 1,99 0,4767 2,84 0,4977 
0,28 0,1103 0,71 0,2611 1,14 0,3729 1,57 0,4418 2,00 0,4772 2,86 0,4979 
0,29 0,1141 0,72 0,2642 1,15 0,3749 1,58 0,4429 2,02 0,4783 2,88 0,4980 
0,30 0,1179 0,73 0,2673 1,16 0,3770 1,59 0,4441 2,04 0,4793 2,90 0,4981 
0,31 0,1217 0,74 0,2703 1,17 0,3790 1,60 0,4452 2,06 0,4803 2,92 0,4982 
0,32 0,1255 0,75 0,2734 1,18 0,3810 1,61 0,4463 2,08 0,4812 2,94 0,4984 
0,33 0,1293 0,76 0,2764 1,19 0,3830 1,62 0 4474 2,10 0,4821 2,96 0,4985 
0,34 0,1331 0,77 0,2794 1,20 0,3844 1,63 0,4484 2,12 0,4830 2,98 0,4986 
0,35 0,1368 0,78 0,2823 1,21 0,3869 1,64 0,4495 2,14 0,4838 3,00 0,4986 
0,36 0,1406 0,79 0,2852 1,22 0,3883 1,65 0,4505 2,16 0,4846 3,20 0,4993 
0,37 0,1443 0,80 0,2881 1,23 0,3907 1,66 0,4515 2,18 0,4854 3,40 0,4996 
0,38 0,1480  0,81 0,2910 1,24 0,3925 1,67 0,4525 2,20 0,4861 3,60 0,4998 
0,39 0,1517 0,82 0,2939 1,25 0,3944 1,68 0,4535 2,22 0,4868 3,80 0,4999 
0,40 0,1554 0,83  0,2967  1,26 0,3962 1,69 0,4515 2,24 0,4875 4,00 0,4999 
0,41 0,1591 0,84 0,2995 1,27 0,3980 1,70 0,4554 2,26 0,4881 4,50 0,4999 
0,42 0,1628 0,85 0,3023 1,28 0,3997 1,71 0,4564 2,28 0,4887 5,00 0,4999 

 
Чтобы вычислить функцию Лапласа для отрицательных значений z, 

необходимо воспользоваться нечетностью функции Лапласа:  Ф(–z) = – Ф(z). 
Окончательно получаем расчетную формулу 
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Отсюда получаем, что для случайной величины Х, подчиняющейся 
нормальному закону, вероятность ее попадания на отрезок [,] есть 
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С помощью формулы (5) найдем вероятность того, что модуль отклонения 
нормального распределения величины Х от ее центра распределения а меньше 
3. Имеем 

Р(|X – a| < 3) =P(а–3< X< а+3)= Ф(3) – Ф(–3) = 2Ф(3)0,9973. 
Значение Ф(3) получено по таблице функции Лапласа. 
Принято считать событие практически достоверным, если его вероятность 

близка к единице, и практически невозможным, если его вероятность близка к 
нулю. 



Мы получили так называемое правило трех сигм: для нормального 
распределения событие (|X – a| < 3) практически достоверно. 

Правило трех сигм можно сформулировать иначе: хотя нормальная 
случайная величина распределена на всей оси х, интервал ее практически 
возможных значений есть (a –3, a +3). 

Нормальное распределение имеет ряд свойств, делающих его одним из 
самых употребительных в статистике распределений. 

Если предоставляется возможность рассматривать некоторую случайную 
величину как сумму достаточно большого числа других случайных величин, то 
данная случайная величина обычно подчиняется нормальному закону 
распределения. Суммируемые случайные величины могут подчиняться каким 
угодно распределениям, но при этом должно выполняться условие их 
независимости (или слабой независимости). Также ни одна из суммируемых 
случайных величин не должна резко отличаться от других, т.е. каждая из них 
должна играть в общей сумме примерно одинаковую роль и не иметь 
исключительно большую по сравнению с другими величинами дисперсию. 

Этим и объясняется широкая распространенность нормального 
распределения. Оно возникает во всех явлениях, процессах, где рассеяния 
случайной изучаемой величины вызывается большим количеством случайных 
причин, влияние каждой из которых в отдельности на рассеяние ничтожно мало. 

Большинство встречающихся на практике случайных величин (таких, например, 
как количества продаж некоторого товара, ошибка измерения; отклонение снарядов 
от цели по дальности или по направлению; отклонение действительных размеров 
деталей, обработанных на станке, от номинальных размеров и т.д.) может быть 
представлено как сумма большого числа независимых случайных величин, 
оказывающих равномерно малое влияние на рассеяние суммы. Такие случайные 
величины принято считать нормально распределенными. Гипотеза о нормальности 
подобных величин находит свое теоретическое обоснование в центральной 
предельной теореме и получила многочисленные практические подтверждения. 

Представим себе, что некоторый товар реализуется в нескольких торговых 
точках. Из–за случайного влияния различных факторов количества продаж товара в 
каждой точке будут несколько различаться, но среднее всех значений будет 
приближаться к истинному среднему числу продаж. 

Отклонения числа продаж в каждой торговой точке от среднего образуют 
симметричную кривую распределения, близкую к кривой нормального 
распределения. Любое систематическое влияние какого-либо фактора проявится 
в асимметрии распределения. 

Задача 4. Случайная величина распределена нормально с параметрами а = 8,  
= 3. Найти вероятность того, что случайная величина в результате опыта примет 
значение, заключенной в интервале (12,5; 14). 

Решение. Воспользуемся формулой (5). Имеем 
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Задача 5. Число проданного за неделю товара определенного вида Х можно 
считать распределенной нормально. Математическое ожидание числа продаж 

7,15)( XM  тыс. шт. Среднее квадратическое отклонение этой случайной 
величины  = 0,8 тыс. шт. Найти вероятность того, что за неделю будет продано 
от 15 до 17 тыс. шт. товара. 

Решение. Случайная величина Х распределена нормально с параметрами а = 
М(Х) = 15,7;  = 0,8. Требуется вычислить вероятность неравенства 15  X  17. 
По формуле (5) получаем 
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Задача 6. Длина детали представляет собой нормально распределенную 
случайную величину с математическим ожиданием 40 мм и средним 
квадратическим отклонением 3 мм. Найти вероятность того, что длина 
произвольно взятой детали будет больше 34 мм, но меньше 43 мм; вероятность 
того, что длина детали отклонится от ее математического ожидания не более чем 
на 1,5 мм. 

Решение. Пусть X — длина детали. Если случайная величина X 
распределена по нормальному закону, то вероятность попадания ее на отрезок 
[a, b] есть 
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Тогда вероятность того, что длина произвольной детали будет больше 34 мм, но 
меньше 43 мм, будет  
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Вероятность отклонения длины детали от ее математического ожидания a 
не более, чем на d = 1,5 мм, очевидно, есть вероятность того, что длина детали 
попадет в интервал [d – a, d + a], и потому вычисляется также с помощью 
функции Лапласа: 
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ТЕМА 3. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 

 
3.1. Методы представления выборочных данных 

 
Пусть в некотором опыте наблюдается случайная величина Х с функцией 

распределения F(x). И пусть однократное осуществление опыта позволяет нам 
найти одно из возможных ее значений. Предположим, что опыт в одних и тех же 
условиях можно повторять какое угодно число раз, и что сами опыты (испытания) 
являются независимыми. 

Результаты рассматриваемых n опытов представляют собой 
последовательность x1, x2, … , xn действительных чисел, которая называется 
выборкой объема n. Такова практическая трактовка выборки. Каждое xi (i=1, 2, 
…, n) называется вариантой (элементом выборки, наблюденным значением, 
значением признака). 

Полученные в результате n опытов наблюдаемые значения x1, x2, …, xn 
представляют собой выборку из всей совокупности значений, которые может 
принимать интересующая нас величина Х. Принято говорить, что мы имеем дело с 
набором значений, соответствующим некоторой выборке из генеральной 
совокупности. Рассматриваемая выборка должна обладать свойством 
репрезентативности (представительности), то есть быть такой, чтобы по ее данным 
можно было получить правильное представление об всей генеральной 
совокупности в целом. Будет рассматриваемая выборка репрезентативной или нет – 
это зависит от способа отбора.  

В математической литературе слово «выборка» гораздо чаще используется в 
другом смысле. Конкретную выборку x1, x2, … , xn мы можем рассматривать 
как реализацию значений системы случайных величин (X1, X2, …, Xn), 
распределенных одинаково, по тому же закону, что и Х. 

Выборкой объема n из распределения случайной величины Х называется 
последовательность X1, X2, …, Xn независимых и одинаково распределенных – 
по тому же закону, что и Х – случайных величин. 

Часто в практических ситуациях возникает следующая задача: имеется 
выборка и отсутствует всякая информация о виде функции распределения F(x). 
Требуется построить оценку (приближение) для этой неизвестной функции F(x). 

Наиболее предпочтительной оценкой функции F(x) является эмпирическая 
функция распределения Fn(x), которая определяется следующим образом 

n
nxF x

n )( , 

где nx – число вариант меньших х (х  R), n – объем выборки. 
Функция Fn(x) служит хорошим приближением для неизвестной функции 

распределения для больших n. 
Пример 4.1. Анализировалась среднемесячная выручка (тыс. руб.) в 5 

магазинах торговой организации. Результаты представлены в табл. 1. 

Таблица 1 

Номер магазина Выручка, тыс.р. 
1 205 
2 255 
3 195 
4 220 
5 235 

Построим выборочную функцию распределения по данным табл. 1. 
Объем выборки по условию равен 5, т.е. n = 5. Наименьшая варианта равна 

195, следовательно, F5(х) = 0  при  х  195. 
Значение X < 205, а именно х1 = 195 наблюдалось один раз; следовательно, 

205195  при   
5
1)(5  xxF . 

Значение X < 220, а именно х1 = 195 и  х2 = 205 наблюдалось два раза; 

следовательно, 220205  при   
5
2)(5  xxF . 

Значение X < 235, а именно х1 = 195,  х2 = 205 и  х3 = 220 наблюдалось три 

раза; следовательно, 235220  при   
5
3)(5  xxF . 

Значение X < 255, а именно х1 = 195,  х2 = 205, х3 = 220 и  х4 = 235 наблюдалось 

четыре раза; следовательно, 255235  при   
5
4)(5  xxF . 

Так как Х = 255 – наибольшая варианта, то F5(х) = 1  при  х > 255. 
Окончательно имеем 
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График эмпирической функции распределения изображен на рис. 1. 
                     F5(x) 
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4/5 
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    0      195       205        220       235          255     x 

Рис. 1. 
При большом числе наблюдений (n  20) выборка перестает быть удобной 

формой записи – она становится слишком громоздкой и мало наглядной. 
Поэтому первичные данные (выборка) нуждаются в обработке, которая всегда 
начинается с их группировки. 

Рассмотрим группировку на конкретном примере. 
В таблице 2. приведены данные выручки магазина (тыс. руб.) за 90 дней. 

Таблица 2 
Выручка магазина, тыс. руб. 

24,9 32,2 26,3 39,9 26,1 33 24,1 35,6 26,1 35,4 
42 34,3 39,5 29,4 38,1 29,3 30,1 26,2 30,9 21,8 
41,1 23 34,2 25 28,9 22,7 30,2 30,8 23,1 30,7 
39,1 36,1 26,4 35,8 18,1 33,1 22,1 30,3 22,2 29,1 
38,4 20,7 30,4 31,1 32,3 27,1 31,1 22,9 53,6 26,5 
26,1 29,3 29,9 30,2 35,8 25,1 27,1 19,9 29,1 32,3 
41,7 36,2 25,9 32,2 44,8 33,1 48 33,7 17,9 33,8 
45 31,6 32,1 22,7 31,5 28 19,4 28 26,5 26,6 
38,6 27 37,9 36,3 27,8 35 31,8 22 32,5 27,4 

Построение интервального вариационного ряда распределения включает 
следующие этапы: 

1. Определение среди имеющихся наблюдений (табл. 2) минимального хmin 
и максимального хmax значений признака. В данном примере это будут хmin = 
17,9 и хmax = 53,6. 

2. Определение размаха варьирования признака R = хmax – хmin = 35,7. 
3. Определение длины интервала по формуле Стерджеса 

n
Rh

lg32,31 
 , где n – объем выборки. 

В данном примере h = 35,7/8 = 4,45 = 4,5 (ссм). 
4. Определение граничных значений интервалов (аi – bi). За нижнюю 

границу первого интервала рекомендуется брать величину, равную а1 = хmin – 
h/2. 

Верхняя граница первого интервала b1 = a1 + h. Тогда, если bi – верхняя 
граница i-го интервала (причем аi+1 = bi), то b2 = a2 + h, b3 = a3 + h и т.д. 
Построение интервалов продолжается до тех пор, пока начало следующего по 
порядку интервала не будет равно или больше хmax. 

В примере граничные значения составляют: 
а1 = 17,9 – 0,5∙4,5 = 15,7; b1 = 20,2; 
a2 = 20,2; b2 = 24,7 и т.д. 

Границы последовательных интервалов запишем в первой графе табл. 4.3. 
5. Сгруппируем результаты наблюдений. 
Просматриваем статистические данные в том порядке, в каком они записаны 

в табл. 2, и значения признака разносим по соответствующим интервалам, 
обозначая их черточками: | | , | | |, | | | | | , | | | | |, | | | | | | | | (по одной для каждого 
наблюдения). Так как граничные значения признака могут совпадать с 
границами интервалов, то условимся в каждый интервал включать варианты, 
большие, чем нижняя граница интервала (хi > ai), и меньшие или равные 
верхней границе (хi  bi). Общее количество штрихов, отмеченных в интервале 
(табл. 3, гр. 3), даст его частоту (табл. 3., гр. 4). В результате получим 
интервальный статистический ряд распределения частот (табл. 3., гр.2 и 4). 

Таблица 3 
Интервальный ряд распределения выручки магазина 

№ Интервалы 
ai – bi 

Подсчет частот Частота ni 
Накопленная 

частота nнi 
1 15,7 –20,2 | | | | 4 4 
2 20,2 – 24,7 | | | | | | | | | | | | 11 15 
3 24,7 – 29,2 | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | 23 38 
4 29,2 – 33,7 | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | 27 65 
5 33,7 – 38,2 | | | | | | | | | | | | | 13 78 
6 38,2 – 42,7 | | | | | | | | 8 86 



7 42,7 – 47,2 | | 2 88 
8 47,2 – 51,7 | 1 89 
9 51,7 – 56,2 |  1 90 

Число интервалов обычно берут равным от 7 до 15 в зависимости от числа 
наблюдений и точности измерений с таким расчетом, чтобы интервалы были 
достаточно наполнены частотами. Однако приближенно число интервалов 
можно оценить исходя только из объема выборки с помощью таблицы 4. Если 
получают интервалы с нулевыми частотами, то нужно увеличить ширину 
интервалов (особенно в середине интервального ряда). 

Таблица 4 
Выбор числа интервалов группировки 

Объем выборки, n 30 – 50 50 – 100 100 – 400 400 – 1000 1000 – 2000 
Число интервалов 4 – 6 6 – 8 8 – 9 9 – 11 11 – 12 

 
Приведем краткий обзор характеристик, которые применяются для анализа 

вариационного ряда и являются аналогами соответствующих числовых 
характеристик случайной величины. 

Начальным выборочным моментом k-го порядка называется величина, 
определяемая по формуле: 


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где хi – наблюдаемое значение с частотой ni, n – число наблюдений. В 
частности, начальный выборочный момент первого порядка обозначается х  и 
называется выборочной средней: 


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
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1

1

i
ii nx

n
x . 

Медианой называется значение признака, приходящееся на середину 
ранжированного ряда наблюдений. 

Модой называется вариант, которому соответствует наибольшая частота. 
Вариационный размах R равен разности между наибольшим и наименьшим 

вариантом ряда. 
Центральным выборочным моментом k-го порядка называется величина, 

определяемая по формуле: 
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В частности, центральной выборочный момент второго порядка 
обозначается S2 и называется выборочной дисперсией: 





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1
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ii nxx
n

S . 

Средним квадратическим отклонением S называется арифметическое 
значение корня квадратного из дисперсии: 

ii nxx
n

SS   22 )(1 . 

Для визуального подбора теоретического распределения, а также выявления 
положения среднего значения ( х ) и характера рассеивания (S2 и S) 
вариационные ряды изображаются графически. 

Для изображения как дискретных, так и интервальных рядов применяются 
полигоны и кумулята, для изображения только интервальных рядов – 
гистограмма. Для построения этих графиков запишем вариационные ряды 
распределения (интервальный и дискретный) относительных частот (частостей) 
Wi = ni / n, накопленных относительных частот WHi и найдем отношение Wi / h, 
заполнив табл. 5. 

Таблица 5 
Статистический ряд распределения выручки магазина 

Интервалы 
ai – bi 

xi Wi WHi Wi / h 

15,7 – 20,2 17,9 0,05 0,05 0,01 
20,2 – 24,7 22,4 0,12 0,17 0,03 
24,7 – 29,2 26,9 0,26 0,43 0,06 
29,2 – 33,7 31,4 0,3 0,73 0,07 
33,7 – 38,2 35,9 0,14 0,87 0,03 
38,2 – 42,7 40,4 0,09 0,96 0,02 
42,7 – 47,2 44,9 0,02 0,98 0,004 
47,2 – 51,7 49,4 0,01 0,99 0,002 
51,7 – 56,2 53,9 0,01 1 0,002 

Для построения гистограммы относительных частот (частостей) по оси 
абсцисс откладываем частичные интервалы, на каждом из которых строим 
прямоугольник, площадь которого равна относительной частоте Wi данного i–го 
интервала. Тогда высота элементарного прямоугольника должна быть равна Wi / 
h; в нашем примере h = 4,5 (рис. 2).  

Следовательно, площадь под гистограммой равна сумме всех относительных 
частот, т.е. единице. 



 
Рис. 2. 

Из гистограммы можно получить полигон того же распределения, если 
середины верхних оснований прямоугольников соединить отрезками прямой 
(рис. 3). 

 
Рис. 3 

Гистограмма и полигон являются аппроксимациями кривой плотности 
(дифференциальной функции) теоретического распределения (генеральной 
совокупности). Поэтому по их виду можно судить о гипотетическом законе 
распределения. 

Для построения кумуляты дискретного ряда по оси абсцисс откладывают значения 
признака, а по оси ординат – относительные накопленные частоты WHi. Полученные 
точки соединяют отрезками прямых. Для интервального ряда по оси абсцисс 
откладывают верхние границы группировки (рис. 4). 

 
Рис. 4 

С кумулятой сопоставляется график интегральной функции распределения 
F(x). 

Гистограмма и полигон напоминают кривую нормального распределения 
(рис. 2 и рис. 3). Все это дает возможность выдвинуть гипотезу о том, что 
распределение выручки магазина является нормальным. 

 
 

3.2. Точечное и интервальное оценивание 
 

Пусть x1, x2, …, xn – выборка объема n из генеральной совокупности с 
функцией распределения F(x). Рассмотрим методы нахождения оценок 
параметров этого распределения. Рассмотрим для этого выборочное 
распределение, т.е. распределение дискретной случайной величины, 
принимающей значения x1, x2, …, xn с вероятностями, равными 1/n. Числовые 
характеристики этого выборочного распределения называются выборочными 
(эмпирическими) числовыми характеристиками. Следует отметить, что 
выборочные числовые характеристики являются характеристиками данной 
выборки, но не являются характеристиками распределения генеральной 
совокупности. Однако эти характеристики можно использовать для оценок 
параметров генеральной совокупности.  

Точечной называют статистическую оценку, которая определяется одним 
числом. 
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Несмещенной называют точечную оценку, математическое ожидание которой 
равно оцениваемому параметру при любом объеме выборки. 

Точечная оценка называется состоятельной, если при неограниченном 
увеличении объема выборки (n  ) она сходится по вероятности к истинному 
значению параметра. 

Эффективной называют точечную оценку, которая (при заданном объеме 
выборки n) имеет наименьшую возможную дисперсию. 

В математической статистике показывается, что состоятельной, 
несмещенной оценкой генерального среднего значения а является выборочное 
среднее арифметическое:  

 
 
 
 

где хi – варианта выборки, ni – частота варианты хi,      – объем  
выборки. 

Несмещенной оценкой генеральной дисперсии служит исправления 
выборочная дисперсия 
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Если 222 /    то,/)( hsshСxu uxii  . 
Оценка s2 для генеральной дисперсии является также и состоятельной, но не 

является эффективной. Однако в случае нормального распределения она 
является «асимптотически эффективной», то есть при увеличении n  отношение 
ее дисперсии к минимально возможной неограниченно приближается к единице. 

Итак, если дана выборка из распределения F(x) случайной величины Х с 
неизвестным математическим ожиданием а и дисперсией 2 , то для вычисления 
значений этих параметров мы имеем право пользоваться следующими 
приближенными формулами: 
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Выше мы рассмотрели вопрос об оценке неизвестного параметра а одним 
числом. Такие оценки мы назвали точечными. Они имеют тот недостаток, что 
при малом объеме выборки могут значительно отличаться от оцениваемых 
параметров. Поэтому, чтобы получить представление о близости между 
параметром и его оценкой, в математической статистике вводятся, так 
называемые, интервальные оценки. 

Пусть во выборке для параметра  найдена точечная оценка *. Обычно 
исследователи заранее задаются некоторой достаточно большой вероятностью  
(например, 0,95; 0,99 или 0,999) такой, что событие с вероятностью  можно 
считать практически достоверным, и ставят вопрос об отыскании такого 
значения  > 0, для которого 

 )|(| *P . 
Видоизменив это равенство, получим: 

 )( **P  
и будем в этом случае говорить, что интервал ]*– ;*+ [ покрывает 

оцениваемый параметр  с вероятностью . 
Интервал ]*– ; *+ [ называется доверительным интервалом. 
Вероятность  называется надежностью или доверительной 

вероятностью интервальной оценки. 
Концы доверительного интервала, т.е. точки *–  и *+  называются 

доверительными границами. 
Число  называется точностью оценки. 
В качестве примера задачи об определении доверительных границ, 

рассмотрим вопрос об оценке математического ожидания случайной величины 
Х, имеющей нормальный закон распределения с параметрами а и , т.е. Х = 
N(a, ). Математическое ожидание в этом случае равно а. По наблюдениям 
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Оказывается, что по данным выборки можно построить случайную величину 

nS
aXТ

/


 , которая имеет распределение Стьюдента (или t-распределение) с  = 

n –1  степенями свободы. 
Таблица распределений Стьюдента представлена в таблице: 

Коэффициенты Стьюдента ),( ntt    

n  n  
0,95 0,99 0,999 0,95 0,99 0,999 

5 2,78 4,60 8,61 20 2,093 2,861 3,883 
6 2,57 1,03 6,86 25 2,064 2,797 3,745 
7 2,45 3,71 5,96 30 2,045 2,756 3,659 
8 2,37 3,50 5,41 35 2,032 2,720 3,600 
9 2,31 3,36 5,04 40 2,023 2,708 3,558 

10 2,26 3,25 4,78 45 2,016 2,692 3,527 
11 2,23 3,17 4,59 50 2,009 2,679 3,502 
12 2,20 3,11 4,44 60 2,001 2,662 3,464 
12 2,18 3,06 4,32 70 1,996 2,649 3,439 
14 2,16 3,01 4,22 80 1,001 2,640 3,418 
15 2,15 2,98 4,14 90 1,987 2,633 3,403 
16 2,13 2,95 4,07 100 1,984 2,627 3,392 
17 2,12 2,92 4,02 120 1,980 2,617 3,374 
18 2,11 2,90 3,97 ∞ 1,960 2,576 3,291 
19 2,10 2,88 3,92     

 
 

Взяв из таблицы значения коэффициентов Стьюдента t , строим 

доверительный интервал 







  n

Stх
n

Stх  , , покрывающий неизвестный 

параметр а с надежностью . Здесь случайные величины Х  и S  заменены 
неслучайными величинами х  и s, найденными по выборке.  

Пример 1. Даны среднее квадратическое отклонение  = 3, выборочная 
средняя xВ  = 20,12 и объем выборки n = 25 нормально распределенного 
признака генеральной совокупности.  

Найти доверительные интервалы для оценки генеральной средней xГ  с 
заданной надежностью  = 0,99. 

Решение. Доверительный интервал (в котором с вероятностью  будет 
находиться средняя генеральной совокупности) для нормально распределенной 

случайной величины с известными квадратичным отклонением , выборочной 
средней xВ  и объемом выборки n равен 











n
tx

n
tx σ;σ

BВ
,  

где t  решение уравнения 2 (t) = , а  (t)  функция Лапласа, значения 
которой приведены в таблице в предыдущей теме  

В нашем случае  (t) = /2 = 0,495. По таблице находим, что этому значению 
 (t) соответствует t = 2,58. Тогда доверительный интервал будет равен: 

 67,21;57,18
25
358,212,20;

25
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
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

   

В этом интервале с вероятностью  = 0,99 будет находиться средняя 
генеральной совокупности. 

Пример 2. Дано исправленное среднее квадратическое отклонение s = 0,8, 
выборочная средняя xВ = 20,2 и объем выборки n = 16 нормально 
распределенного признака генеральной совокупности. Найти, пользуясь 
распределением Стьюдента, доверительные интервалы для оценки генеральной 
средней xГ  с надежностью  = 0,95. 

Решение. Доверительный интервал для нормально распределенной 
случайной величины с неизвестным квадратичным отклонением , но с 
известными исправленным средним квадратичным отклонением s, выборочной 
средней xВ , объемом выборки n и доверительной вероятностью , имеет вид: 


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где  ntt ;    коэффициенты Стьюдента, значения которых приведены в 

таблице ),( ntt    которая приведена выше. По таблице находим, что при 

n = 16 и  = 0,95 13,2t . Тогда доверительный интервал: 
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В этом интервале с вероятностью  = 0,95 будет находиться средняя 
генеральной совокупности. 

 
Пример 3. Пусть дана случайная выборка, состоящая из 100 значений 

признака X: 

50,2 54,0 41,0 42,0 58,2 59,3 84,8 45,0 76,5 58,3 
21,0 55,0 45,0 21,5 46,0 44,0 42,5 49,0 48,7 75,0 
15,3 55,0 23,8 46,5 53,0 62,8 78,5 67,0 34,5 49,9 
49,7 63,0 30,0 32,0 42,4 22,4 52,0 70,4 57,2 50,0 
23,0 47,8 47,4 50,8 78,3 27,0 56,6 51,3 58,6 28,4 
51,7 50,0 48,8 49,4 57,5 47,4 33,5 27,0 39,7 57,5 
18,4 35,6 28,4 37,6 49,5 26,7 54,0 68,6 29,3 62,7 
43,8 44,0 69,1 46,3 76,7 37,1 69,2 39,3 30,0 43,0 
85,0 63,0 30,0 43,8 64,8 22,0 38,8 42,3 64,8 41,0 
30,0 10,0 63,0 48,8 71,2 54,4 47,8 31,2 46,1 17,8 

Требуется определить закон распределения признака X; найти точечные 
статистические оценки его математического ожидания, дисперсии и среднего 
квадратического отклонения. 

Решение. Можно упорядочить элементы выборки по возрастанию, указав 
частоту встречаемости каждого из них. Получился бы т.н. вариационный ряд. Но 
значения X в таблице почти не повторяются. Поэтому мы построим интервальное 
распределение значений X.  

Прежде всего, отметим, что xmin = 10, xmax = 85, а размах выборочных 
значений R = xmax – xmin = 75. 

Теперь определим длину каждого частичного интервала (иногда их 
называют классовыми интервалами), воспользовавшись формулой Стэрджеса 

1081,9
)100lg322,31(
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)lg322,31(
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

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n

Rl , 

где n = 100 — объем выборки.  
Установим границы частичных интервалов. Нижнюю границу первого 

интервала принимаем равной 55102/min0  lxx , а его верхнюю 
границу 151050  lxxl ; второй интервал будет (15; 25), третий 
(25; 35) и так далее до выполнения условия xmax  xm, где xm — верхняя граница 
последнего интервала (напомним, что у нас xmax = 85). Если некоторое 
выборочное значение повторяется несколько раз и при этом совпадает с 
границей двух соседних интервалов, то его договоримся относить к левому 

интервалу. Так, в нашем случае число 55 дважды будет отнесено к интервалу 
(45;55) и ни разу — к интервалу (55;65). 

В итоге этих действий получаем следующее интервальное распределение 
исходной выборки, куда внесены не только частоты ni, но и относительные 
частоты wi = ni/n выборочных значений признака, попавшего в i-тый частичный 
интервал: 

xi–1—xi 5–15 15–25 25–35 35–45 45–55 55–65 65–75 75–85 

ni 1 9 14 19 29 15 7 6 

wi 0,01 0,09 0,14 0,19 0,29 0,15 0,07 0,06 

Замечание. Для проверки правильности заполнения таблицы нужно 
убедиться, что сумма элементов второй строки равна объему выборки (в нашем 
примере n = 100), а сумма элементов третьей строки равна единице. 

Распределение непрерывной случайной величины характеризуется 
функцией плотности вероятностей (дифференциальным законом 
распределения). В статистике ее оценкой является гистограмма 
относительных частот. Это ступенчатая фигура, состоящая из 
прямоугольников, основаниями которых служат частичные интервалы, а длины 
высот вычисляются по формуле. 

В нашем примере 

ni 0,001 0,009 0,014 0,019 0,0290 0,015 0,007 0,006 

и гистограмма относительных частот имеет следующий вид на рис. 1 

(по горизонтальной оси отложены выборочные значения Xi ,по вертикальной — 
высоты «частичных» прямоугольников (плотности относительных частот) 
hi = wi/l). 

От интервального распределения выборки перейдем к точечному (дискретному) 
распределению, взяв за новые выборочные значения признака середины частичных 
интервалов. В рассматриваемом примере такое распределение, очевидно, имеет 
вид следующей таблицы: 

xi 10 20 30 40 50 60 70 80 

ni 1 9 14 19 29 15 7 6 

wi 0,01 0,09 0,14 0,19 0,29 0,15 0,07 0,06 

 
 



 
Рис. 1. Гистограмма относительных частот 

Для наглядности можно построить полигон относительных частот. Это 
ломаная линия, вершины которой находятся в точках (xi, wi).  

В рассматриваемом случае в соответствии с таблицей 2 полигон 
относительных частот имеет вид, изображенный на рис. 5.2. 

 
Рис. 5.2. Полигон относительных частот 

(По горизонтальной оси отложены выборочные значения хi, по вертикальной 
 относительные частоты выборочных значений wi). 

Для точечного распределения выборки можно построить эмпирическую 
функцию распределения F*(x). Она является статистической оценкой функции 
распределения вероятностей признака X (интегрального закона распределения) 
и строится по формуле 

n
nXF x)(* , 

где n — объем выборки, а пх — сумма частот выборочных значений признака, 
которые меньше X . В нашем примере, очевидно, 
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Аналогом эмпирической функции распределения является кумулята 
относительных частот (кумулятивная кривая), представляющая собой для 
точечного (дискретного) выборочного распределения ломаную линию с 
вершинами в точках (хi, nx/n), где n — объем выборки, а nх — сумма частот 
выборочных значений признака X, которые меньше, чем хi. Ясно, что и 
эмпирическая функция распределения, и кумулята относительных частот 
характеризуют процесс накопления этих частот в рассматриваемой выборке. 

В нашем примере в соответствии с таблицей кумулята относительных 
частот имеет вид, показанный на рис. 3. 

Важнейшими характеристиками случайной величины X являются, как 
известно, математическое ожидание, дисперсия и среднее квадратическое 
отклонение (с.к.о.). Точечными статистическими оценками этих 
параметров служат соответственно выборочное среднее X , выборочная 
дисперсия 2

выб nD   и исправленная выборочная дисперсия 22
1 sn  , 

выборочное с.к.о. n выб  и исправленное выборочное с.к.о. sn 1 , 
которые вычисляются по формулам 
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где xi — выборочное значение признака Х, ni — частоты этих значений, n — 
объем выборки. 

 
Рис. 3. Кумулята относительных частот 

(По горизонтальной оси отложены выборочные значения, по вертикальной 
— относительные частоты выборочных значений). 

Воспользовавшись перечисленными выше формулами, вычислим точечные 
статистические оценки генеральных параметров распределения признака X , 
используя при этом данные из исходной таблицы:  
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3.3. Регрессия и корреляция.  

Проверка статистических гипотез. 
       

Условимся обозначить через Х независимую переменную, а через Y 
зависимую переменную. 

В экономике в большинстве случаев между переменными величинами 
существуют зависимости, когда каждому значению одной переменной 
соответствует не какое-то определенное, а множество значений другой 
переменной, причем сказать заранее, какое именно значение примет зависимая 
величина Y, нельзя. Такая зависимость получила название статистической (или 
стохастической, вероятностной). Более часто появление такой зависимости 
объясняется действием на результирующую переменную не только 
контролируемого или контролируемых факторов (в данном случае таким 
контролируемым фактором является переменная Х), а и многочисленных 
неконтролируемых случайных факторов. Примером статистической связи 
является зависимость урожайности от количества внесенных удобрений, 
стоимость одного экземпляра книги от тиража, выработки рабочего за смену от 
его квалификации и т.д. 

Допустим, что существует стохастическая зависимость случайной 
переменной Y от Х. Зафиксируем некоторое значение х переменной Х. При Х = х 
переменная Y в силу ее стохастической зависимости от Х может принять любое 



значение из некоторого множества, причем какое именно – заранее не известно. 
Поэтому, прежде всего, стараются выяснить, изменяются или нет при 
изменении х условные математические ожидания М (Y /Х = х ) . Если при 
изменении х условные математические ожидания М (Y /Х = х )  изменяются, то 
говорят, что имеет место корреляционная зависимость величины Y от Х. 

Функция  (х) = М (Y /Х = х ), описывающая изменение условного 
математического ожидания случайной переменной Y при изменении значений х 
переменной Х, называется функцией регрессии, а ее график – линией 
регрессии. 

Для отыскания функции регрессии, вообще говоря, необходимо знать закон 
распределения случайной двумерной величины (Х ,Y). В нашем распоряжении 
лишь выборка ограниченного объема. Поэтому в этом случае речь может идти об 
оценке (приближенном выражении) функции. 

В качестве оценок условных математических ожиданий принимают условные 
средние, которые находят по данным наблюдений (по выборке). 

Условным среднимух называют среднее арифметическое наблюдавшихся 
значений Y, соответствующих Х=х . 

Условное математическое ожидание М(Y/х) является функцией от х, 
следовательно, его оценка, т.е. условное среднееух, также функция от х; 
обозначив эту функцию через *(х), получим уравнение 

ух = *(х). 
Это уравнение называют выборочным уравнением регрессии; функцию 

*(х) называют выборочной регрессией, а ее график – выборочной линией 
регрессии. 

Пусть функция регрессии линейная, т.е. М(Y/Х=х)= +х. Найдем оценки а и 
b параметров α и β. 

Предположим, что в результате n независимых опытов получены n пар чисел 
(х1,у1), (х2,у2),…, (х n, yn). Рассмотрим случай, когда различные значения х признака Х и 
соответствующие им значения у признака Y наблюдались по одному разу. Тогда 
выборочное уравнение можно записать так: bxy  a~ . 

Для нахождения оценок а и b применим метод наименьших квадратов. Суть 
этого метода в том, что отыскиваются такие значения а и b, которые 
обеспечивают минимум суммы квадратов отклонений измеренных значений уi от 
прямой линии, задаваемой параметрами а и b, т.е.  
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Для отыскания минимума приравняем нулю соответствующие частные 
производные: 
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Выполнив элементарные преобразования, получим систему двух линейных 
уравнений относительно а и b: 
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Решения этой системы уравнений можно записать в следующем, удобном 
для расчетов виде: 
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Обычно b называют коэффициентом регрессии. Коэффициент регрессии 
показывает, на сколько единиц в среднем изменяется переменная Y при 
увеличении переменной Х на одну единицу. 

Пример 1. Найти выборочное уравнение прямой линии регрессии по данным 
n =8 наблюдений, которые получены при изучении зависимости количества 
продаж товара у от затрат на рекламу этого товара х: 

х 1,5 4,0 5,0 7,0 8,5 10,0 11,0 12,5 
y 5,0 4,5 7,0 6,5 9,5 9,0 11,0 9,0 

Решение. Экспериментальные данные изобразим в виде точек в системе 
декартовых координат. Ломаная линия, соединяющая эти точки, называется 
эмпирической линией регрессии. По виду ломанной можно предположить 
наличие корреляционной зависимости Y по Х между двумя рассматриваемыми 
переменными, которая графически выражается тем точнее, чем больше объем 
выборки (рис. 1). 



 
Рис. 1 

Составим расчетную таблицу 1. 
Таблица 1 

№ хi yi x i2 xiyi 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

1,5 
4,0 
5,0 
7,0 
8,5 

10,0 
11,0 
12,5 

5,0 
4,5 
7,0 
6,5 
9,5 
9,0 

11,0 
9,0 

2,25 
16,00 
25,00 
49,00 
72,25 

100,00 
121,00 
156,25 

7,50 
18,00 
35,00 
45,50 
80,75 
90,00 

121,00 
112,50 

 59,5 61,5 541,75 510,25 

х = 7,4375,у = 7,6875 
Найдем искомые параметры, для чего подставим вычисленные по таблице 

суммы в соотношения (7.2): 
а = (61,5 541,75 – 510,25 59,50)/ (8 541,75 – 3540,25) = 3,73, 
b = (8 510,25 – 59,50 61,50)/ (8 541,75 – 3540,25) = 0,53. 

Таким образом, уравнение регрессии имеет вид 
xy 53,073,3~  . 

Прямая, построенная по этому уравнению, показана на рис. 7.2 вместе с 
исходными данными. Эта прямая является наилучшей линейной оценкой 
уравнения регрессии, полученной по имеющимся данным. Но это не означает, 
что нельзя построить оценку регрессии в виде какой-то другой зависимости 
(нелинейной), которая будет лучше соответствовать экспериментальным 
данным, чем прямая линия. 

Рис. 2 
Построенная таким образом линия регрессии позволяет с некоторой 

вероятностью не только предсказать в интервале от х=1,5 до х=12,5 любые 
значения функции у при отсутствующих в табл. 1 значениях фактора х, но и за 
пределами данного интервала. 

Составленное уравнение регрессии можно проверить на точность 
зависимости между переменными (х, у) по коэффициенту точности 
выравнивания линии r1 , отражающему степень приближения расчетных данных 
к фактическим значениям эмпирического ряда. Этот коэффициент определяется 
следующим образом: 
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где )( yyi   – отклонение индивидуальных вариант от общего среднего 
арифметического по y; )~( ii yy   – отклонение индивидуальных 
экспериментальных вариант по y от расчетных по уравнению. 

Составим таблицу расчета данных для определения коэффициента точности 
выравнивания линии. 

Таблица 2 

№ xi yi ii xy 53,073,3~   yyi   2)( yyi   ii yy ~  2)~( ii yy   
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1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

1,5 
1,0 
5,0 
7,0 
8,5 

10,0 
11,0 
12,5 

5,0 
4,5 
7,0 
6,5 
9,5 
9,0 

11,0 
9,0 

4,53 
5,85 
6,38 
7,44 
8,24 
9,03 
9,56 

10,35 

–2,6875 
–3,1875 
–0,6875 
–1,1875 
1,8125 
1,3125 
3,3125 
1,3125 

7,2227 
10,160 
0,4727 
1,4102 
3,2852 
1,7227 

10,9727 
1,7227 

0,47 
–1,35 
0,62 

–0,94 
1,26 

–0,03 
1,44 

–1,35 

0,2209 
1,8225 
0,3844 
0,8836 
1,5876 
0,0009 
2,0736 
1,8225 

Σ     36,9691  8,7956 

у = 7,6875 
На основании исходных данных, полученных в табл. 2, используя формулу 

(3), имеем  
.87,09692,36/)7956,89692,36(1 r  

Принято считать: если r1 0,95, то уравнение регрессии адекватно отражает 
существующую связь. При r1 0,95 необходимо найти другую математическую 
зависимость между признаками. В приведенном примере r1= 0,870,95, поэтому 
следует подобрать другую математическую зависимость. Критерий оценки r1 на 
точность выравнивания линии уравнения регрессии используется и для других 
форм регрессионной зависимости. 

Проверку адекватности линейной модели можно провести по графику 
остатков: 

iii yyd ~ , 
где уi – измеренные значения, соответствующие значениям xi ; ỹi – значения 
функции регрессии при х=хi . 

Если остатки di сконцентрированы в горизонтальной полосе вдоль оси 
абсцисс, то линейную модель можно считать адекватной. Если зона, где 
расположены остатки, расширяется, это означает, что дисперсии неодинаковы 
при различных значениях хi . Это требует изменения регрессионной модели. 
Если остатки имеют тенденцию закономерно изменяться, то не учтены какие-то 
факторы, существенно влияющие на связь между величинами Y и х. В этом 
случае также нужно изменить модель и ввести неучтенные факторы. 

Если зависимость между признаками на графике указывает на линейную 
корреляцию, рассчитывают коэффициент корреляции r, который позволяет 
оценить тесноту связи переменных величин, а также выяснить, какая доля 
изменений признака обусловлена влиянием основного признака, какая – влиянием 
других факторов. Коэффициент варьирует в пределах от –1 до +1. Если r=0, то 
связь между признаками отсутствует. Равенство r=0 говорит лишь об отсутствии 
линейной корреляционной зависимости, но не вообще об отсутствии 
корреляционной, а тем более статистической зависимости. Если r = ±1, то это 

означает наличие полной (функциональной ) связи. При этом все наблюдаемые 
значения располагаются на линии регрессии, которая представляет собой прямую. 

Практическая значимость коэффициента корреляции определяется его 
величиной, возведенной в квадрат, получившая название коэффициента 
детерминации.  

Например, если r = 0,8, то r2 = 0,64, т.е. 64% всех изменений одного признака 
связано с изменением другого.  

Выборочный коэффициент корреляции определяется равенством 
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где хi , уi – варианты (наблюдавшиеся значения) признаков Х и Y; n – 
объем выборки; ух,  – выборочные средние. 

Чтобы получить исходные данные для формулы (4), сопряженные варианты 
обрабатывают по рекомендуемой форме (табл.3). Приведем расчет показателей 
для вычисления коэффициента корреляции r с использованием данных примера 
предыдущего параграфа. 

Таблица 3 

№ xi xxi   ( xxi  )2  yi  yyi   ( yyi  )2  ( xxi  )( yyi  ) 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

1,5 
4,0 
5,0 
7,0 
8,5 

10,0 
11,0 
12,5 

–5,9375 
–3,4375 
–2,4375 
–0,4375 
1,0625 
2,5625 
3,5625 
5,0625 

35,2539 
11,8164 
5,9414 
0,1914 
1,1280 
6,5664 

12,6914 
25,6289 

5,0 
4,5 
7,0 
6,5 
9,5 
9,0 

11,0 
9,0 

–2,6875 
–3,1875 
–0,6875 
–1,1875 
1,8125 
1,3125 
3,3125 
1,3125 

7,2227 
10,1602 
0,4727 
1,4102 
3,2852 
1,7227 

10,9727 
1,7297 

15,9570 
10,9570 
1,6758 
0,5195 
1,9258 
3,3633 

11,8008 
6,6445 

Σ 59,5 0 99,2187 61,5 0 36,9691 52,8437 
x= 7,4375, у = 7,6875 

87,05642,60
8437,52

9691,362187,99
8437,52 


r . 

Выборочный коэффициент корреляции r является оценкой коэффициента 
корреляции rг генеральной совокупности. Допустим, что выборочный 
коэффициент оказался отличным от нуля. Так как выборка отобрана случайно, 
то еще нельзя заключить, что коэффициент корреляции генеральной 
совокупности rг также отличен от нуля. В конечном счете нас интересует именно 
этот коэффициент, поэтому возникает необходимость проверить гипотезу о 
значимости (существенности) выборочного коэффициента корреляции (или, что 
то же, о равенстве нулю коэффициента корреляции генеральной совокупности). 



Для того чтобы при заданном уровне значимости  проверить нулевую 
гипотезу Ho: rг = 0 о равенстве нулю генерального коэффициента корреляции 
нормальной двумерной случайной величины при конкурирующей гипотезе H1: 
rг  0, надо вычислить наблюдаемое значение критерия: 

2. 1
2

r
nrtнабл 


  

и по таблице критических точек распределения Стьюдента (см. выше), по 
заданному уровню значимости и числу степеней свободы ν = n-2 найти 
критическую точку tкр(, ν) для двухсторонней критической области. Если tнабл 
 tкр – нет оснований отвергнуть нулевую гипотезу. Если tнабл  tкр – нулевую 
гипотезу отвергают. 

Для данного примера найдем наблюдаемое значение критерия: 

32,4
493,0

687,0

87,01

2887,0
2




наблt . 

Поскольку tнабл = 4,32 tкр = 2,45 при ν= 6 и = 0,05, то нулевую гипотезу 
отвергаем. Другими словами, выборочный коэффициент корреляции значимо 
отличается от нуля, т.е. Х и Y коррелированны. 

Пример 2. В следующей таблице первая строка является выборкой 
значений признака X, а вторая — выборкой значений признака Y. 

X 50,2 21,0 15,3 49,7 23,0 51,7 18,4 43,8 85,0 30,0 

Y 54,0 55,0 55,0 63,0 47,8 50,0 35,6 44,0 63,0 10,0 

Требуется: оценить тесноту линейной корреляционной связи между 
признаками и составить выборочное уравнение прямой регрессии Y на X. 

Решение. Вычислим сначала выборочный коэффициент корреляции, 
воспользовавшись формулой 

yx

yxxyr

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В
 

где x , y , x, y — выборочные средние и выборочные с.к.о. признаков Х и Y, 
а  
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У нас x  = 39,31; y  = 47,74; x 21,61; y 14,84; 

504,2007)0,100,30...0,542,50(
10
1 xy ; 

41,0
84,1461,21

74,4731,39504,2007
В 




r  

Поскольку 5,0В r  , то линейная корреляционная связь между Х и Y 
слабая. 

Выборочное уравнение прямой регрессии Y на X для несгруппированных 
данных имеет вид: 

 xxryy
x

y 



 В

. 

Подставляя в него вычисленные выше значения, получаем 
67,3628,0  xy . 

Статистической называют гипотезу о виде неизвестного распределения 
или о параметрах известных распределений. 

Нулевой (основной) называют выдвинутую гипотезу Н0. 
Конкурирующий (альтернативной) называют гипотезу Н1, которая 

противоречит нулевой гипотезе. В итоге проверки гипотезы могут быть 
совершены ошибки двух родов. 

Ошибка первого рода состоит в том, что будет отвергнута правильная гипотеза. 
Вероятность ошибки первого рода называют уровнем значимости и обозначают 
через . Наиболее часто уровень значимости принимают равным 0,05 или 0,01. 
Если, например, принят уровень значимости равный 0,05, то это означает, что в 
среднем в пяти случаях из ста мы рискуем допустить ошибку первого рода 
(отвергнуть правильную гипотезу). 

Ошибка второго рода состоит в том, что будет принята неправильная 
гипотеза. Вероятность ошибки второго рода обозначают через . Величина 1 –  
называется мощностью критерия. 

Статистическим критерием (или просто критерием) называют случайную 
величину К, которая служит для проверки гипотезы. Его значения позволяют 
судить о «расхождении выборки с гипотезой». Критерий, будучи величиной 
случайной в силу случайности выборки x1, x2, …, xn, подчиняется при 
выполнении гипотезы Н0 некоторому известному, затабулированному закону 
распределения. 

Для проверки гипотезы по данным выборки вычисляют частные значения 
входящих в критерий величин, и таким образом получают частное 
(наблюдаемое) значение критерия. 



Наблюдаемым (эмпирическим) значением Кнабл. называют то значение 
критерия, которое вычислено по выборкам. 

После выбора определенного критерия, множество всех его возможных 
значений разбивают на два непересекающихся подмножества: одно из них 
содержит значения критерия, при которых нулевая гипотеза отвергается, а 
другое – при которых она принимается. 

Критической областью называют совокупность значений критерия, при 
которых нулевую гипотезу отвергают. 

Областью принятия гипотезы (областью допустимых значений) называют 
совокупность значений критерия, при которых гипотезу принимают. 

Основной принцип проверки статистических гипотез: если наблюдаемое 
значение критерия принадлежит критической области, то нулевую гипотезу 
отвергают; если наблюдаемое значение критерия принадлежит области 
принятия гипотезы, то гипотезу принимают. 

Критическими точками (границами) kкр  называют точки, отделяющие 
критическую область от области принятия гипотезы. 
 

Одной из наиболее часто проверяемых гипотез является проверка 
соответствия эмпирического ряда распределения нормальному закону 
распределения. Для этих целей используют критерий χ2, получивший название 
критерия согласия Пирсона. Он основан на сравнении эмпирических частот 
интервалов группировки с теоретическими частотами, которые можно ожидать 
при принятии определенной нулевой гипотезы. 

Порядок применения критерия χ 2 заключается в следующем: 
1. Формируется гипотеза Н0: (х) = норм(х) – плотность распределения (х) 

генеральной совокупности, из которой взята выборка, соответствует 
теоретической модели норм(х) нормального распределения. Альтернативная 
гипотезы Н1: (х)  норм(х). Выбирается уровень значимости . 

2. Получается выборка объема n  40 независимых наблюдений и 
представляется эмпирическое распределение в виде интервального 
вариационного ряда. 

3. Рассчитываются выборочные характеристики х̄  и s. Их используют в 
качестве генеральных параметров а и  нормального распределения, с которым 
предстоит сравнивать эмпирическое распределение. 

4. Вычисляются значения теоретических частот ni
T попадания в i-й интервал 

группировки (без округления). 
Если окажется, что вычисленные теоретические частоты ni

T некоторых 
интервалов группировки меньше 5, то соседние интервалы объединяются так, 
чтобы сумма их теоретических частот была больше или равна 5. Соответственно 
складываются и эмпирические частоты объединяемых интервалов. 

5. Значения χ2–критерия рассчитываются по формуле: 
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где ni –эмпирические частоты; ni
T – теоретические частоты; k – число 

интервалов группировки после объединения.  
6. Определяем по таблице критических точек распределения χ2 (Хи – 

квадрат) критическое значение χкр
2(, ) для числа степеней свободы  = k–3 и 

заданного уровня значимости . 
7. Если χнабл

2χкр
2, то выдвинутая гипотеза о нормальном законе 

распределения принимается, в противном случае - отвергается с вероятностью 
ошибки . 
 

Критические точки распределения 2  
Число 

степеней 
свободы 

k  

Уровень значимости   

0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,89 

1 6,6 5,0 3,8 0,0039 0,00098 0,00016 
2 9,2 7,4 6,0 0,103 0,051 0,020 
3 11,3 9,4 7,8 0,352 0,216 0,115 
4 13,3 11,1 9,5 0,711 0,484 0,297 
5 15,1 12,8 11,1 1,15 0,831 0,554 
6 16,8 14,4 12,6 1,64 1,24 0,872 
7 18,5 16,0 14,1 2,17 1,69 1,24 
8 20,1 17,5 15,5 2,73 2,18 1,65 
9 21,7 19,0 16,9 3,33 2,70 2,09 

10 23,2 20,5 18,3 3,94 3,25 2,56 
11 24,7 21,9 19,7 4,57 3,82 3,05 
12 26,2 23,3 21,0 5,23 4,40 3,57 
13 27,7 24,7 22,4 5,89 5,01 4,11 
14 29,1 26,1 23,7 6,57 5,63 4,66 
15 30,6 27,5 25,0 7,26 6,26 5,23 
16 32,0 28,8 26,3 7,96 6,91 5,81 
17 33,4 30,2 27,6 8,67 7,56 6,41 
18 34,8 31,5 28,9 9,39 8,23 7,01 
19 36,2 32,9 30,1 10,1 8,91 7,63 
20 37,6 34,2 31,4 10,9 9,59 8,26 
21 38,9 35,5 32,7 11,6 10,3 8,90 
22 40,3 36,8 33,9 12,3 11,0 9,54 
23 41,6 38,1 35,2 13,1 11,7 10,2 



24 43,0 39,4 36,4 13,8 12,4 10,9 
25 44,3 40,6 37,7 14,6 13,1 11,5 
26 45,6 41,9 38,9 15,4 13,8 12,2 
27 47,0 43,2 40,1 16,2 14,6 12,9 
28 48,3 44,5 41,3 16,9 15,3 13,6 
29 49,6 45,7 42,6 17,7 16,0 14,3 
30 50,9 47,0 43,8 18,5 16,8 15,0 

 
Пример 3. При уровне значимости 0,05 проверьте гипотезу о нормальном 
распределении генеральной совокупности, если известны эмпирические и 
теоретические частоты. 

Эмпирические частоты ni 6 12 16 40 13 8 5 
Теоретические частоты in  4 11 15 45 13 6 6 

Решение. В соответствии с критерием согласия 2  (Пирсона) определим 
наблюдаемое значение критерия: 
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Таким образом 25,22 набл . По таблице критических точек распределения 2  
(см. выше) при уровне значимости 05,0  и числе степеней свободы 

4373  m , где m  число различных вариантов выборки, находим: 
5,9)4;05,0(22 кр . Так как 2

.
2

крнабл   , то нет оснований отвергать гипотезу о 
нормальном распределении генеральной совокупности. 

 
 
 
 


