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1. ОСОБЕННОСТИ МАТЕМАТИКИ КАК НАУКИ 

Математика это наука о количественных отношениях и про-

странственных формах действительного мира. При этом в круг изучае-

мых математикой отношений входят отношения между элементами 

произвольной природы и все разнообразные формы пространств. Ко-

личественные отношения, в отличие от качественных, характеризуются 

своим безразличием к конкретной природе тех объектов, которые их 

связывают. Именно поэтому они могут быть совершенно отделены от 

их содержания как от чего-то безразличного для них. Например, число 

5 может определять и оценку на экзамене, и количество пальцев на 

руке; отношение у= ах+b определяет линейную зависимость между 

величинами х и у, независимо от конкретных значений а или b и от 

того, что они обозначают. Таким образом, количественные отношения 

есть чистые отношения, сохраняющие от конкретной дей-

ствительности, от которой они отвлечены, только то, что пре-

дусмотрено по их определению. 

Математика представляет собой стройную и глубокую сово-

купность знаний о математических структурах со своими проблемами, 

с собственными путями развития. Она дает удобные и плодотворные 

способы описания самых разнообразных явлений реального мира и тем 

самым выполняет функцию языка. Так еще Г. Галилей сказал: «Фило-

софия написана в грандиозной книге — Вселенной, которая открыта 

нашему пристальному взгляду. Но понять эту книгу может лишь тот, 

кто научился понимать ее языки и знаки, которыми она изложена. На-

писана же она на языке математики...» 

Естественные науки изучают окружающий нас мир, гумани-

тарные — человеческое общество. Математика же, в отличие от всех 

других наук, изучает сама себя. Именно это является самым сущест-

венным отличием математики от всех других наук, причем оно более 

существенно, чем отличие естественных наук от гуманитарных. Если в 

физике, других естественных и гуманитарных науках, критерием ис-

тинности является совпадение теоретических и экспериментальных 

результатов, то критерием истинности математического рассуждения 

является лишь его логическая безукоризненность. Дело в том, что ма-

тематика строится чисто умозрительно и ни в какой лаборатории, кро-

ме человеческой головы, не нуждается. 

Вместе с тем все мы являемся свидетелями как бы сращивания 

естественных и гуманитарных наук, одним из основных стимулов ко-

торого является математизация гуманитарных наук. Именно использо-

вание математического моделирования, дедуктивных методов и специ-

ального математического аппарата сближает гуманитарные и естест-
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венные науки. Наблюдается и обратное явление. В математику прони-

кают подходы и методы гуманитарных наук. Прежде в гуманитарных 

науках редко использовался дедуктивный вывод (один из признаков 

научности), считавшийся у математиков единственно приводящим к 

«истинному» доказательству. Сегодня в рамках гуманитарных наук 

развивается математическая лингвистика, математическая психология, 

литературоведение, правоведение и другие науки. 

Математика никогда не претендовала и не претендует на ре-

шение проблем других наук. Математика является служанкой естест-

венных и гуманитарных наук, помогает им, доставляя адекватный ап-

парат для описания всевозможных фактов и явлений.  Математика дает 

чрезвычайно много изучающим окружающую нас действительность 

дисциплинам, вооружая их мощным аппаратом исследования всевоз-

можных явлений. В то же время развитие нематематических наук дос-

тавляет математике существенные стимулы для расширения поля сво-

ей деятельности. Сила математики заключается в том, что возникшие в 

ее рамках числовые системы и формальные схемы предоставляют нам 

некоторый универсальный ключ, годный для отпирания всех на свете 

замков: они приложимы к физике и социологии, технике и лингвисти-

ке. Универсальная приложимость математических конструкций к изу-

чению реально существующих объектов связана, прежде всего, с огра-

ниченностью числа математических схем, возникающих в качестве 

математических моделей самых разнообразных явлений. 

Математика строит модели целых классов. При построении мо-

делей идут в ход понятия (независимо от того, почерпнуты они из на-

блюдений природы или являются плодами человеческого разума), ак-

сиомы, которые могут быть подсказаны физическими фактами или 

придуманы людьми, процессы идеализации, обобщения и абстракции, 

а также интуиция. Доказательство цементирует элементы модели во-

едино. 

В современный мир математика входит не только как метод, по-

зволяющий компенсировать несовершенство наших органов чувств, но 

и как метод расширения того знания, которое человек способен обрес-

ти об окружающем мире. Опираясь на человеческий разум и способ-

ность человека к рассуждениям, математика порождает знания о ре-

альном мире. Одна из важнейших задач математики сегодняшнего дня 

— усиление интеллектуальных возможностей человека; неотъемлемым 

инструментом решения этой задачи является компьютерная техника. 

Математика появилась как наука, когда сформировалась ме-

тодика дедуктивного рассуждения, т. е. последовательный вывод од-

них формул и правил на основе других, — один из основных методов 
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математического доказательства.  

Появляется профессиональный ученый — человек, посвя-

щающий свою жизнь развитию науки и получающий за это вознаграж-

дение. Одним из самых известных ученых математиков древности яв-

лялся Евклид из Александрии, работы которого имеют непреходящее 

значение. До наших времен дошли все тринадцать книг его «Начал», 

где изложение математики той эпохи построено в виде строго логиче-

ских выводов, теорем, полученных из системы определений и постула-

тов (аксиом). На этом основании мы считаем Евклида родоначальни-

ком аксиоматического (дедуктивного) построения математики. 

Выбор системы аксиом в достаточной мере произволен и осно-

ван главным образом на интуиции и опыте. Однако система аксиом 

должна обладать некоторыми свойствами. В частности, она должна 

быть непротиворечивой, т. е. все ее аксиомы должны быть попарно 

совместны. Это означает, что никакие две теоремы, которые могут 

быть выведены из такой системы аксиом, не могут содержать взаим-

ных противоречий. 

Математика, возникшая как чисто прикладная наука, и в на-

стоящее время имеет своей основной задачей изучение окружающего 

нас реального мира. При этом одним из основных способов решения 

этой задачи является математическое моделирование, включающее 

построение и последующее изучение математической модели объекта 

рассмотрения. Математическое моделирование — связующее звено 

между математикой и другими науками. 

Возможны две основные схемы математического моделиро-

вания. Первая заключается в том, чтобы подобрать из арсенала матема-

тических моделей ту, которая, по мнению специалиста, в наибольшей 

мере подходит для решения поставленной задачи. Если это удается 

сделать, то в вашем распоряжении оказывается готовый инструмента-

рий, для которого известны не только его сильные и слабые стороны, 

но и конкретные методики и рекомендации по эффективному исполь-

зованию всего накопленного арсенала в этой области знаний. Очевид-

но, что при реализации такой схемы специалист должен обладать об-

ширной информацией о достижениях математики в данном направ-

лении. 

По второй схеме, особенно актуальной сегодня для гумани-

тарных наук, исследователь сам строит математическую модель рас-

сматриваемого объекта. При этом он должен обладать широкими ма-

тематическими знаниями, чтобы решить весь комплекс задач, вклю-

чающий кроме всего прочего вопросы адекватности, точности и реали-

зуемости модели. 
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Всякое математическое описание явления означает известную 

логическую его идеализацию. Кроме того, описание происходит с оп-

ределенной степенью точности: отбрасываются некоторые факторы, 

влиянием которых пренебрегают, применяемые для описания матема-

тические отношения могут быть не вполне адекватными реальным. В 

этой связи математические модели — всегда есть лишь некоторое при-

ближенное отображение действительности. Задача состоит в том, что-

бы отразить в моделях наиболее характерные и существенные для изу-

чаемого вопроса аспекты. Что значит «наиболее существенные» — 

вопрос к исследователю. При разработке математической модели ему 

всегда приходится выбирать между точностью и сложностью. 

В науке в целом, а в математике особенно, едва ли не самое 

важное значение имеет интуиция. Различают три вида интуиции. Во-

первых, эмпирическая интуиция, появляющаяся на основе длительного 

общения с определенного рода объектами (интуиция опытного специа-

листа в данной области). Во-вторых, конструирующая интуиция, вы-

ступающая как акт конструирования объекта в свете некоторых предъ-

являемых к нему требований. Здесь интуиция не предвосхищает при-

знаков нового объекта в ряду аналогичных, а производится конструи-

рование объектов принципиально другой природы (интуиция озаре-

ния). 

Эмпирическая и конструирующая интуиции имеют динамичес-

кий характер в том смысле, что они обеспечивают появление нового 

видения на месте первоначально смутных представлений. Интуиция 

одного из этих видов появляется в результате некоторого труда, следо-

вательно, она не общезначима: интуитивно ясное для одного отнюдь не 

обязательно является таковым для другого. 

Интеллектуальная же интуиция (третий вид интуиции) есть не-

что статическое, достаточно общезначимое, заданное с самого начала 

как постоянный факт сознания, как некоторая предпосылка всякой 

другой формы очевидности. Люди имеют ясные и общезначимые пред-

ставления о пространстве, времени, случайности и т. п. Вследствие 

этого и становится возможной языковая коммуникация, однозначное 

толкование конкретных высказываний и сама совместная деятельность. 

В частности, математический язык стал одним из основных средств 

понимания друг другом разных сторон человеческой деятельности. Это 

одно из важнейших обстоятельств необходимости математического 

образования каждого специалиста. 

Математическому моделированию должно предшествовать ка-

чественное изучение объекта моделирования. Если качественная опре-

деленность изучаемых явлений четко выявлена, а развиваемые поло-
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жения четко сформулированы, то математика становится мощным 

средством развития всех наук, в том числе и гуманитарных. 

Одним из краеугольных камней эффективного моделирования в 

целом и качественного изучения объекта моделирования в частности 

является предвидение, которое в зависимости от степени конкретности 

и характера воздействия на ход исследуемых процессов имеет три ос-

новных формы: гипотезу, прогноз и план. Эти формы предвидения 

тесно связаны в своих проявлениях друг с другом и с исследуемым 

объектом, представляют собой последовательные ступени познания 

поведения объекта в будущем. 

В рамках моделирования на этапе анализа объекта рассмот-

рения, формирования структуры целей необходимо общенаучное пред-

видение в форме построения различных гипотез. В развитии последних 

при формировании системы задач и математических моделей опреде-

ляется не только последовательность решаемых вопросов (в том числе 

прогнозирования, планирования и принятия решений), но и определя-

ется список основных моделей прогнозирования, планирования и вы-

работки решений, которые могут носить как узконаправленный, так и 

комплексный характер. 

Гипотеза — это научно обоснованное предположение о струк-

туре объекта, характере элементов и связей, его механизме фун-

кционирования и развития. На уровне гипотезы дается качественная 

характеристика объекта, выражающая общие закономерности поведе-

ния. Через прогноз гипотеза оказывает воздействие на научную орга-

низацию планирования и моделирования в целом. 

Прогноз в сравнении с гипотезой имеет большую определен-

ность и достоверность, поскольку основывается не только на качест-

венных, но и количественных характеристиках, и потому позволяет 

описывать будущее также и количественно. Будущее зависит от мно-

гих, в том числе и случайных факторов, сложное переплетение кото-

рых практически учесть невозможно. Отсюда следует, что все прогно-

зы носят вероятностный характер. 

Под планом в данном аспекте понимают заранее намеченный 

порядок осуществления каких-либо работ (действий, мероприятий). 

План и прогноз представляют собой взаимно дополняющие друг друга 

стадии планирования. Формы сочетания прогноза и плана могут быть 

различными: прогноз может предшествовать разработке плана, следо-

вать за ним или производиться в процессе разработки плана. Вместе с 

тем, прогнозирование представляет собой собственную методологиче-

скую и методическую основу, которая во многом отличается от плани-

рования. 
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Построение математических моделей наряду со специальными 

знаниями требует знакомства с основами методологии математики, 

базовыми понятиями этой науки и ее языка. После построения матема-

тической модели производится ее анализ, включающий анализ и обра-

ботку входной информации, численное решение задачи, анализ резуль-

татов вычислений и их интерпретацию. Здесь может применяться весь 

арсенал вычислительной математики, включающий как собственно 

вычислительные методы, так и численные методы оптимизации. В на-

стоящее время созданы широко доступные компьютерные пакеты при-

кладных задач математики, обеспечивающие эффективное решение 

большинства стандартных математических задач. В то же время спе-

циалист должен знать суть этих методов, разбираться в проблемах их 

применимости и точности. 

В последние годы активно применяются математические методы 

в моделировании целенаправленной человеческой деятельности. Это 

проблемы имитации процессов функционирования социальных систем, 

подготовки и принятия решений, построения систем искусственного 

интеллекта. В гуманитарных науках положение таково, что проблемой 

становится не работа с существующими моделями, а создание новых 

моделей с применением самых разнообразных математических струк-

тур. В такой ситуации математика нужна не только как метод расчета, 

а как метод мышления, как язык, как средство формулирования и орга-

низации понятий. 

Таким образом, приложения математики требуют широких спе-

циальных знаний и практических навыков, базирующихся на хорошем 

математическом образовании. 

 

2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ 

 
2.1. Основные понятия и определения теории множеств 

 
Под множеством понимается любое собрание определенных и 

различных между собой объектов, мыслимое как единое целое. 

Множества будем обозначать заглавными буквами латинского 

алфавита; объекты, которые образуют множества, будем называть эле-

ментами множества и обозначать малыми буквами латинского алфа-

вита. Если элемент x принадлежит множеству X, то этот факт записы-

вается в виде x , если не принадлежит, то x . Как правило, 

считается, что все элементы множества различны. Множество с повто-

ряющимися элементами называется мультимножеством.  
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Множество, содержащее конечное число элементов, называется 

конечным; в противном случае множество называется бесконечным. 

Количество элементов конечного множества называется мощностью и 

обозначается  =n, если множество X содержит n элементов. Если 

множество не содержит ни одного элемента, то оно называется пустым 

и обозначается .  

Для произвольных множеств X и Y можно определить два типа 

отношений – отношение равенства и отношение включения. 

Два множества считаются равными, если они состоят из одних и 

тех же элементов. Принято обозначение X=Y, если X и Y равны, и 

XY- иначе. 

Легко  видеть, что для любых множеств X, Y, Z справедливы со-

отношения  

  

  

(  и  )   

Если каждый элемент множества X является элементом множе-

ства Y, то говорят, что X включено в Y и обозначают  : 

 ).(  xx  

В этом случае говорят, что множество X является подмножест-

вом множества Y. В частности X и Y могут совпадать, поэтому   на-

зывается также отношение нестрогого включения. Отметим некоторые 

свойства подмножества, вытекающее из его определения:  

  

(  и  ) . 

Если   и  , то говорят, что X есть собственное 

подмножество Y и обозначают  , отношение между множест-

вами в этом случае называется отношением нестрогого включения. Для 

отношения строгого включения справедливо  

(  и  ) . 

Невключение подмножества X в множество Y обозначается 

).(   

Заметим, что если X является подмножеством Y и наоборот, то 

X и Y состоят из одних и тех же элементов, поэтому 

 ( и  ).  

Для каждого множества X существует множество, элементами 

которого являются различные подмножества множества X. Такое мно-
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жество называется семейством множества и обозначается p(X). Так 

как   включено в любое множество, то )( p . 

ПРИМЕР 1. 

Пусть  321 ,, xxx . Тогда  

              .,,,,,,,,,,,,)( 321323121321  xxxxxxxxxxxxp

 Если в рамках некоторого рассуждения рассматриваются под-

множества некоторого множества, то оно называется универсальным, 

или универсумом и обозначается E. 

Множество может быть задано различными способами: перечис-

лением элементов в скобках   (для конечных множеств) или указа-

нием их свойств, однозначно определяющих принадлежность элемен-

тов данному множеству, при этом используется запись  

X={ xx   обладает свойством P(x)} 

(выражение в скобках читается: множество всех элементов x, которые 

обладают свойством P(x). Так, множество натуральных чисел 

N={1,2,…} может быть описано следующим образом:  

N={ i если целое i ,N то 1,1  iNi }. 

Кроме того, множество можно задать с помощью характеристи-

ческой функции, значения которой указывают является ли (да или нет) 

х элементом множества Х : 

 

Xx,1  

)(xx  

     Xx,0  

  

Заметим, что для любых элементов  = 0; E = 1. 

ПРИМЕР 2. 
Пусть на универсуме E={a, b, c, d, e} определено множество 

X={a, c, d}, тогда 

.0)(,1)(,1)(,0)(,1)(  edcba XXXXX   

Декартовым (прямым) произведением множеств X и Y называ-

ется множество упорядоченных пар вида 

                          {(x,y) x   и y }. 
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ПРИМЕР 3.  

Пусть X=   21321 ,,,, yyxxx    

Тогда  ),(),,(),,(),,(),,(),( 23132212211,1 yxyxyxyxyxyx . 

Две пары (x, y) и (u, v) считаются равными тогда и только тогда, 

когда x=u и y =v. 

 

2.2. Операции над множествами 

 

Для получения новых множеств из уже существующих исполь-

зуют операции над множествами. Рассмотрим основные из них. 

Суммой или объединением множеств X и Y называется множест-

во   или YX , все элементы которого являются элементами 

множества X или Y: 

 ={x x   или Yx }. 

Произведением или пересечением множеств X и Y называется 

множество   или YX  , элементы которого являются элементами 

обоих множеств X  и Y: 

 ={x |  x X и yY}. 

Дополнением множества X называется множество   всех тех 

элементов x, которые не принадлежат множеству X: 

 ={x |  x E и xX}. 

Разностью множеств X и Y называется множество X\Y всех тех 

элементов X, которые не принадлежат Y: 

                        X\Y={x x   и x }=XY . 

Дополнение множества Х представляется с помощью операции 

разности следующим образом:  =E\X. 

Симметричной разностью множества X и Y называется множе-

ство YΔX всех элементов X и Y которые не входят одновременно в 

эти оба множества  

Y)(X\Y)(X)\()\(  . 

ПРИМЕР 4.  
Пусть на универсуме E={a, b, c, d, e, f, g} определены множества 

X={a, c, d, f} и Y={b, d, e, f}.  

Тогда XY={ a, b, c, d, e, f}, XY={d, f},  ={b, e, g}, X\Y={a, 

c}, Y\X={b, e}, XY={a, b, c, e}. 
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Свойства операций над множествами: 

1.    , (коммутативность); 

2. ,)()(    

      )()(     (ассоциативность); 

3. )()()(   (дистрибутивность); 

4. ;,   

5. ;,   

6. ,    (комплиментарность); 

7 . ,   (идемпотентность). 

 

2.3. Круги Эйлера 

 

Наглядно графически представить операции над множествами 

позволяют круги Эйлера (которые в литературе еще называются диа-

граммами Венна). Внутри прямоугольной области, соответствующей 

универсальному множеству, изображаются пересекающиеся окружно-

сти, каждая из которых соответствует тому или иному множеству. 

Примеры изображения операций над множествами с помощью кругов 

Эйлера: 

BA  

 

BA  

 

A  

 
B\A  

 

A\B  

 

BA  

 
 

 

 

С помощью кругов Эйлера доказывать тождества и решать ряд при-

кладных задач. Рассмотрим примеры.  

А В 

 Е 

А В 

 Е 

А В 

 Е 

А 

 Е 

А В 

 Е 

А В 

 Е 
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ПРИМЕР 5. Доказать тождество BABA  . 

Решение. Изобразим с помощью кругов левую и правую части 

равенства и из совпадения изображений делаем заключение об истин-

ности тождества. 

BA  

 

BA  

 

 

A  

 

B  

 

BA  

 
ПРИМЕР 6. Из 100 туристов, отправляющихся в заграничное 

путешествие, немецким языком владеют 30 человек, английским - 28, 

французским - 42. Английским и немецким одновременно владеют 8 

человек, английским и французским - 10, немецким и французским - 5, 

всеми тремя языками - 3. Сколько из туристов не владеют ни одним 

языком?  

Решение: Выразим условие этой задачи графически. Обозначим 

кругом тех, кто знает английский, другим кругом - тех, кто знает фран-

цузский, и третьим кругом - тех, кто знают немецкий.  

Всеми тремя языками владеют три туриста, значит, в общей час-

ти кругов вписываем число 3. Английским и французским языком вла-

деют 10 человек, а 3 из них владеют еще и немецким. Следовательно, 

только английским и французским владеют 10-3=7 человек.  

Аналогично получаем, что только английским и немецким  вла-

деют 8-3=5 человек, а немецким и французским 5-3=2 туриста. Вносим 

эти данные в соответствующие части.  

Определим теперь, сколько человек владеют только одним из 

перечисленных языков. Немецкий знают 30 человек, но 5+3+2=10 из 

них владеют и другими языками, следовательно, только немецкий зна-

ют 20 человек. Аналогично получаем, что одним английским владеют 

13 человек, а одним французским - 30 человек.  

А В 

 Е 

В 

 Е 

А 

 Е 

А В 

 Е 

А В 

 Е 
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По условию задачи всего 100 туристов. 20+13+30+5+7+2+3=80 

туристов знают хотя бы один язык, следовательно, 20 человек не вла-

деют ни одним из данных языков. 

                                               

Задания для самостоятельного решения 

 

Задание № 1. Даны множества А, В и С (см. таблицу). Найти  

а) ( \ )A B C ;    б) ( ) \ ; ) ( ) \ ( )A B C в A B B C   ; 

г) ( \ ) ( )B A C A  ; д) BCA  )( ; е) )(\)( BACB  ; 

ж) семейство множества BA : p( BA );  

з) декартово произведение множеств BA  и BC \ .  

Вариант А В С 

1 5,3,8,7,9,1 5,3,7,6,8,2 9,6,7,3,4,1,0 

2 0,4,1,6,8,5,2 4,3,2,7,6,0 7,9,5,6,3,1 

3 4,3,6,8,0,1 2,4,6,7,8,0 2,1,5,4,8,7 

4 6,4,3,2,9,0 5,7,6,3,2,9 5,7,9,8,2,1 

5 6,4,3,9,8,0 5,8,7,3,2,0 2,4,3,7,6,5 

6 0,8,7,4,5,2 6,4,7,9,0,2 1,2,3,6,5,4 

7 5,3,2,9,7,8,0 6,3,4,2,9,8,0 4,6,7,1,2,0 

8 6,4,5,9,8,1 3,2,1,7,6,5 9,0,7,4,2,1 

9 6,4,3,0,8,9 5,7,2,3,9,0 4,2,3,8,6,7 

10 3,6,9,7,8,1,0 5,4,2,9,7,1 4,6,9,8,0,1 

 

 

Задание № 2. 
а) В классе у 16 учеников ручки синего цвета, у 13 – черного, у 

17 – фиолетового, у 7 учеников синие и черные ручки, у 6 синие и 

фиолетовые, у 5 – черные и фиолетовые, у 4 учеников ручки трех цве-

тов. Сколько учеников в классе? 

б) В юридической фирме 21 юрист является специалистом по 

гражданскому праву, 19 – по уголовному, 17- по административному.  

Кроме того 11 сотрудника являются специалистами по гражданскому и 
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уголовному,  9 – по уголовному и административному, 8 – по граждан-

скому и административному, а 6 сотрудников являются специалистами 

во всех трех правах. Сколько сотрудников работает в фирме? 

 

Задание № 3. Доказать тождества, используя круги Эйлера: 

а) А=)B(АB)( А  

б) BAB)B(A    

в) )\()\()(\)( ABBABABA    

г) )(\\ BAABA   

д) ABABA )()\(                   

е) BAABA  )\(  

ж) BABAA )\(\  

з) XYXX )(   

и) XY)(XX   

к) YXXY)X(    

л) X)\(YX   

 

 

3. ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ 

Комбинаторика занимается различного вида соединениями, ко-

торые можно образовать из элементов конечного множества. Некото-

рые элементы комбинаторики были известны в Индии еще во II в. до н. 

э. Индийцы умели вычислять числа, которые сейчас называют "сочета-

ния". В XII в. Бхаскара вычислял некоторые виды сочетаний и пере-

становок. Предполагают, что индийские ученые изучали соединения в 

связи с применением их в поэтике, науке о структуре стиха и поэтиче-

ских произведениях. Как научная дисциплина, комбинаторика сфор-

мировалась в XVII в. Все разнообразие комбинаторных формул может 

быть выведено из двух основных утверждений, касающихся конечных 

множеств – правило суммы и правило произведения. 

Правило суммы. Если имеется X элементов первого множества 

и Y элементов второго и эти множества не пересекаются, то один эле-

мент из первого или второго множества можно выбрать X+Y способа-

ми.  

Примеры задач 

1) Если на первой полке стоит X книг, а на второй Y, то выбрать 

книгу из первой или второй полки, можно X+Y способами. 

2) Ученик должен выполнить практическую работу по матема-

тике. Ему предложили на выбор 17 тем по алгебре и 13 тем по геомет-

рии. Сколькими способами он может выбрать одну тему для практиче-

ской работы? Решение: X=17, Y=13. По правилу суммы 17+13=30 тем. 
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Правило произведения 

Если имеется X элементов первого множества и Y элементов 

второго и эти множества не пересекаются, то один элемент из первого 

и один элемент второго множества можно выбрать XY способами. 

Примеры задач 

1) Если на первой полке стоит 5 книг, а на второй 10, то выбрать 

одну книгу с первой полки и одну со второй можно 510=50 способами. 

2) Переплетчик должен переплести 12 различных книг в крас-

ный, зеленый и коричневые переплеты. Сколькими способами он мо-

жет это сделать? Решение: Имеется 12 книг и 3 цвета, значит по прави-

лу произведения возможно 123=36 вариантов переплета. 

3) Сколько существует пятизначных чисел, которые одинаково 

читаются слева направо и справа налево? Решение: В таких числах по-

следняя цифра будет такая же, как и первая, а предпоследняя - как и 

вторая. Третья цифра будет любой. Это можно представить в виде 

XYZYX, где Y и Z -любые цифры, а X - не ноль. Значит по правилу 

произведения количество цифр одинаково читающихся как слева на-

право, так и справа налево равно 91010=900 вариантов. 

Размещения без повторений 

Сколько можно составить телефонных номеров из 6 цифр каж-

дый, так чтобы все цифры были различны? 

Это пример задачи на размещение без повторений. Размещаются 

здесь 10 цифр по 6. А варианты, при которых одинаковые цифры стоят 

в разном порядке считаются разными.  

Пусть X - множество, состоящие из n элементов. Из этого мно-

жества отбирается подмножество из m элементов (m≤n), при этом ва-

жен порядок следования элементов в отбираемом подмножестве. Раз-

мещением без повторений из n элементов по m называется число m
nA  

различных способов, которыми можно отобрать и упорядочить m эле-

ментов из множества X. 

Количество всех размещений из n элементов по m вычисляется 

по формуле 
)!(

!

mn

nm
n


 . Здесь величина n! называется «n-

факториал» (factorial анг. сомножитель) и равна произведению чисел 

натурального ряда от 1 до какого либо числа n:  n!=123...n, при этом 

считается, что 0!=1.  
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Согласно приведенной формуле, ответ на вышепоставленную 

задачу будет 151200
)!610(

!106
10 


 . 

Пример. Сколькими способами 4 юноши могут пригласить че-

тырех из шести девушек на танец?  Решение: два юноши не могут од-

новременно пригласить одну и ту же девушку. И варианты, при кото-

рых одни и те же девушки танцуют с разными юношами считаются, 

разными, поэтому: 360
2

720

)!46(

!64
6 


 . Возможно 360 вариантов. 

Перестановки.  

В случае размещений без повторений, при которых число эле-

ментов исходного множества равно числу элементов в отбираемом 

подмножестве  n=m возникает важный частный случай, называемый 

перестановкой множества X. 

Количество всех перестановок из n элементов обозначают Pn., и 

равно Pn=n! 

Действительно, при n=m: !
!0

!

)!(

!
n

n

mn

nn
n

m
nn 


  

Примеры задач.  

1) Сколько различных шестизначных чисел можно составить из 

цифр 0, 1, 2, 3, 4,5, если цифры в числе не повторяются? Решение: 

Найдем количество всех перестановок из этих цифр: P6=6!=720. Одна-

ко, число 0 не может стоять впереди числа, поэтому от этого числа не-

обходимо отнять количество перестановок, при котором 0 стоит впере-

ди. А это P5=5!=120. В результате получаем P6-P5=720-120=600 различ-

ных чисел. 

2) Вспомним басню Крылова «Квартет»:  

«Проказница Мартышка, Осел, Козел, да косолапый Мишка, за-

теяли играть квартет … Стой, братцы стой! – кричит Мартышка, - по-

годите! Как музыке идти? Ведь вы не так сидите…».  И так, и этак пе-

ресаживались герои басни – опять музыка на лад не идет. Вероятно, 

крыловские музыканты так и не перепробовали всех возможных мест. 

Однако способов не так уж и много. Сколько? Здесь идет перестановка 

из четырех, значит, возможно P4=4!=24 варианта перестановок. 

Сочетания без повторений 

Сочетанием без повторений называется такое размещение, при 

котором порядок следования элементов не имеет значения. Всякое 

подмножество X состоящее из m элементов, называется сочетанием из 
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n элементов по m. Таким образом, количество вариантов при сочетании 

будет меньше количества размещений. Число сочетаний из n элемен-

тов по m обозначается 
m

nC  и вычисляется по формуле 

!)!(

!

mmn

n
C

m
n

m
nm

n






 . 

Примеры задач. 

1) Сколько трехкнопочных комбинаций существует на кодовом 

замке (все три кнопки нажимаются одновременно), если на нем всего 

10 цифр. Решение:  Так как кнопки нажимаются одновременно, то вы-

бор этих трех кнопок – сочетание. Отсюда возможно 

120
6

1098

!3)!310(

!103
10 





C вариантов. 

2) У одного человека 7 книг по математике, а у второго – 9. 

Сколькими способами они могут обменять друг у друга две книги на 

две книги. Решение: Так как надо  порядок следования книг не имеет 

значения, то выбор 2  книг - сочетание. Первый человек может выбрать 

2 книги из семи: 21
2

76

!2)!27(

!72
7 





C  способами. Второй чело-

век может выбрать 2 книги из девяти: 36
2

98

!2)!29(

!92
9 





C . Зна-

чит всего по правилу произведения возможно 2136=756 вариантов. 

3) При игре в домино 4 игрока делят поровну 28 костей. Сколь-

кими способами они могут это сделать? Первый игрок делает выбор 7 

костей из 28 костей. Второй забирает 7 из 28-7=21 костей, третий 7 из 

21-7=14 костей, а четвертый игрок забирает оставшиеся кости. Следо-

вательно, возможно 7
14

7
21

7
28 CCC   комбинаций. 

Размещения и сочетания с повторениями 

Часто в задачах по комбинаторике встречаются множества, в ко-

торых какие-либо компоненты повторяются. Если в отбираемом под-

множестве элементы могут повторяться, то это либо размещения с по-

вторениями (порядок следования элементов важен), либо сочетания с 

повторениями (порядок не важен). Размещения и сочетания с повторе-

ниями обозначаются теми же буквами, но над ними ставится    значок 
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. Размещения с повторениями вычисляются по формуле mm
n nA 

~
, а 

для сочетания с повторениями – по формуле 
  n

nm
m
n C

nm

nm
C 1

)!1(!

!1~





 . 

Примеры задач. 

1) Сколько трехзначных чисел можно составить из цифр 1, 2, 3, 

4, 5? Решение: Так как порядок цифр в числе существенен, цифры мо-

гут повторяться, то это будут размещения с повторениями из пяти эле-

ментов по три, а их число равно 1255
~ 33

5 A . 

2) В кондитерском магазине продавались 4 сорта пирожных: эк-

леры, песочные, наполеоны и слоеные. Сколькими способами можно 

купить 7 пирожных. Решение: Покупка не зависит от того, в каком по-

рядке укладывают купленные пирожные в коробку. Покупки будут 

различными, если они отличаются количеством купленных пирожных 

хотя бы одного сорта. Следовательно, количество различных покупок 

равно числу сочетаний четырех видов пирожных по семь - 

120
!3!7

!10

)!14(!7

)!147(~4
7 







C . 

3) Обезьяну посадили за пишущую машинку с 45 клавишами, 

определить число попыток, необходимых для того, чтобы она наверня-

ка напечатала первую строку романа Л.Н. Толстого «Анна Каренина», 

если строка содержит 52 знака и повторений попыток не будет? Реше-

ние: порядок букв имеет значение. Буквы могут повторяться. Значит, 

всего есть 5252
45 45

~
A  вариантов. 

Задания для самостоятельного решения 

1. На ферме есть 20 овец и 24 свиньи. Сколькими способами 

можно выбрать одну овцу и одну свинью? Если такой выбор уже сде-

лан, сколькими способами можно сделать его еще раз? 

2. Сколько существует четных пятизначных чисел, начинаю-

щихся нечетной цифрой? 

3. В книжный магазин  поступили романы Ф. Купера «Пре-

рия», «Зверобой», «Шпион», «Пионеры», «Следопыт» по одинаковой 

цене. Сколькими способами библиотека может закупить 17 книг на 

выбранный чек? 

4. Сколькими способами можно обить 6 стульев, если имеется 

4 вида ткани. Считать, что все стулья одинаковые. 

5. Сколько может быть случая выбора 2 карандашей и 3 ручек 

из пяти различных карандашей и шести различных ручек? 
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6. Сколькими способами можно расставить на шахматной дос-

ке 8 ладей так, чтобы на одна из них не могла бить другую? 

7. Кодовый замок может содержать любые 4 цифры. Каких ко-

довых номеров больше: в которых все цифры разные или в которых 

имеются хотя бы 2 одинаковые цифры. 

8. 9 команд участвуют в спортивных соревнованиях. Скольки-

ми способами могут быть распределены первые три места. 

9. На памятные сувениры в «Поле Чудес» спонсоры предлага-

ют кофеварки, утюги, телефонные аппараты, духи. Сколькими спосо-

бами 9 участников игры могут получить эти сувениры? Сколькими 

способами могут быть выбраны 9 предметов для участников игры? 

10. 6 туристов желает остановиться в гостинице, в которой 7 

свободных номеров. Сколькими способами их можно расселить, если 4 

желают жить в отдельных номерах и 2 в одном номере.  

11. 9 команд участвуют в спортивных соревнованиях. Скольки-

ми способами могут быть распределены первые три места. 

12. 6 туристов желает остановиться в гостинице, в которой 7 

свободных номеров. Сколькими способами их можно расселить, если 4 

желают жить в отдельных номерах и 2 в одном номере.  

13. В лифте едут 4 человека. При этом каждый может сойти на 

любом из 5 этажей. Сколько различных комбинаций выхода из лифта 

имеется. 

14. В вагоне имеется 6 свободных мест по ходу движения и 5 –

против хода. Вошли 5 пассажиров. Из них 3 желают ехать по ходу 

движения, 2-против хода. Сколькими способами они могут разместить-

ся. 

 

4. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

 Теория вероятностей это математическая наука, изучающая 

случайные явления. Явление называется случайным, если его течение и 

результат заранее предсказать нельзя. Случайные явления делятся на 

три категории: случайные события, случайные величины и случайные 

процессы.  

4.1. Понятие случайного события 

Познание действительности в естественных науках происходит в 
результате испытаний (эксперимента, наблюдений, опыта). 

Испытанием или опытом называется осуществление какого-
нибудь определенного комплекса условий, который может быть вос-
произведен сколь угодно большое число раз. 
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Случайным называется событие, которое может произойти или 
не произойти в результате некоторого испытания (опыта) и это заранее 
неизвестно. 

Таким образом, событие рассматривается как результат испыта-
ния. Например,  бросание монеты – это испытание. Появление орла 
при бросании – событие. 

Наблюдаемые нами события различаются по степени возможно-
сти их появления и по характеру их взаимосвязи. 

Событие называется достоверным, если оно обязательно про-
изойдет в результате данного испытания. Например, получение сту-
дентом положительной или отрицательной оценки на экзамене есть 
событие достоверное, если экзамен протекает согласно обычным пра-
вилам. 

Событие называется невозможным, если оно не может произой-
ти в результате данного испытания. Например, извлечение из урны бе-
лого шара, в которой находятся лишь цветные (небелые) шары, есть со-
бытие невозможное. Отметим, что при других условиях опыта появле-
ния белого шара не исключается; таким образом, это событие невозмож-
но лишь в условиях нашего опыта. 

Далее случайные события будем обозначать большими латин-

скими буквами A,B,C... Достоверное событие обозначим буквой , 
невозможное – Ø.  

Два или несколько событий называются равновозможными в дан-
ном испытании, если имеются основания считать, что ни одно из этих со-
бытий не является более возможным или менее возможным, чем другие. 
Например, при одном  бросании игральной кости появление 1, 2, 3, 4, 5 
и 6 очков - все это события равновозможные. Предполагается, конечно, 
что игральная кость изготовлена из однородного материала и имеет  
правильную форму. 

Два события называются несовместными в данном испытании, 
если появление одного из  них исключает появление другого, и совме-
стными в противном случае. Например, в ящике имеются стандартные 
и нестандартные детали. Берем  на удачу одну деталь. Появление стан-
дартной детали исключает появление нестандартной детали. Эти собы-
тия несовместные. 

Несколько событий образуют полную группу событий в данном 
испытании, если в результате этого испытания обязательно наступит 
хотя бы одно из них. 

Два несовместных события, образующих полную группу собы-
тий в данном испытании, называются противоположными событиями. 
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Если одно из них обозначено через A, то другое принято обозна-

чать через A  (читается «не A»). Например, попадание и промах при 
одном выстреле по цели - события противоположные. 

4.2. Классическое определение вероятности 

Основной числовой характеристикой событий является их веро-
ятность.  

Вероятностью случайного события А называется числовая 
функция Р(А), характеризующая объективную меру возможности на-
ступления этого события. 

Событие А называется благоприятствующим событию В, если 
всякий раз, когда наступает событие А, наступает и событие В. 

События А1, А2, ..., Аn образуют схему случаев, если они: 
1) равновозможны; 2) попарно несовместны; 3) образуют полную 

группу. 
В схеме случаев (и только в этой схеме) имеет место классиче-

ское  определение вероятности P(A) события А. Здесь случаем называ-
ют каждое из событий, принадлежащих выделенной полной группе 
равновозможных и попарно несовместных событий. 

Если n – число всех случаев в схеме, а m – число случаев, благопри-
ятствующих событию А, то вероятность события А определяется равенст-
вом: 

.)(
n

m
AP   

Из определения вероятности вытекают следующие ее свойства: 
1. Вероятность достоверного события равна единице. 
Действительно, если событие достоверно, то каждый случай в схе-

ме случаев благоприятствует событию. В этом случае m = n и, следова-
тельно, 

.1)( 
n

n

n

m
Р  

2. Вероятность невозможного события равна нулю. 
Действительно, если событие невозможно, то ни один случай из 

схемы случаев не благоприятствует событию. Поэтому  m=0 и, следова-
тельно, 

.0
0

)Ш( 
nn

m
P  

Вероятность случайного события есть положительное число,  за-
ключенное между нулем и единицей. 



 23 

Действительно, случайному событию благоприятствует лишь 
часть из общего числа случаев в схеме случаев. Поэтому 0<m<n, а, зна-
чит, 0<m/n<1 и, следовательно, 0 < P(A) < 1. 

Итак, вероятность любого события удовлетворяет неравенствам 

0  P(A)  1. 
Одним из основных достоинств классического определения ве-

роятности является возможность вычислить вероятность события не-
посредственно, т.е. не прибегая к опытам, которые заменяют логиче-
скими рассуждениями. 

Примеры решения задач 

ПРИМЕР 1. Какова вероятность появления четного числа очков 
(событие А) при одном бросании игрального кубика? 

Решение. Рассмотрим события Аi – выпало i очков, i = 1, 2, …,6. 
Очевидно, что эти события образуют схему случаев. Тогда число всех 
случаев n = 6.  Выпадению четного числа очков благоприятствуют слу-

чаи А2, А4, А6, т.е. m = 3. Тогда 
2

1

6

3
)( 

n

m
AP . 

ПРИМЕР 2. В урне 5 белых и 10 черных шаров. Шары тщатель-
но перемешивают и затем наугад вынимают 1 шар. Какова вероятность 
того, что вынутый шар окажется белым? 

Решение. Всего имеется 15 случаев, которые образуют схему 
случаев. Причем ожидаемому событию А – появлению белого шара, 

благоприятствуют 5 из них, поэтому 
3

1

15

5
)( 

n

m
AP . 

ПРИМЕР 3. Ребенок играет с шестью буквами азбуки: А, А, Е, К, 
Р, Т. Найти вероятность того, что он сможет сложить случайно слово 
КАРЕТА (событие А). 

Решение. Решение осложняется тем, что среди букв есть  одина-
ковые – две буквы «А». Поэтому число всех возможных случаев в дан-
ном испытании равно числу перестановок с повторениями из 6 букв: 

360
!2

!6
6  Pn . 

Эти случаи равновозможны, попарно несовместны и образуют 
полную группу событий, т.е. образуют схему случаев. Лишь один слу-
чай благоприятствует  событию А. Поэтому  

360

1
)( AP . 

ПРИМЕР 4. Таня и Ваня договорились встречать Новый год в 
компании из 10 человек. Они оба очень хотели сидеть рядом. Какова 



 24 

вероятность исполнения их желания, если среди их друзей принято 
места распределять путем жребия? 

Решение. Обозначим через А событие «исполнение желания Та-
ни и Вани». 10 человек могут усесться за стол 10! разными способами. 
Сколько же из этих n = 10! равновозможных способов благоприятны 
для Тани и Вани? Таня и Ваня, сидя рядом, могут занять 20 разных 
позиций. В то же время восьмерка их друзей может сесть за стол 8! 
разными способами, поэтому m = 20∙8!. Следовательно,  

9

2

!10

!820
)( 


AP . 

ПРИМЕР 5. Группа из 5 женщин и 20 мужчин выбирает трех 
делегатов. Считая, что каждый из присутствующих с одинаковой веро-
ятностью может быть выбран, найти вероятность того, что выберут 
двух женщин и одного мужчину. 

Решение. Общее число равновозможных исходов испытания 
равно числу способов, которыми можно выбрать трех делегатов из 25 

человек, т.е. 3
25Cn  . Подсчитаем теперь число благоприятствующих 

случаев, т.е. число случаев, при которых имеет место интересующее 
нас событие. Мужчина-делегат может быть выбран двадцатью спосо-
бами. При этом остальные два делегата должны быть женщинами, а 

выбрать двух женщин из пяти можно 2
5C . Следовательно, 2

520 Cm  . 

Поэтому 

23

220
3

25

2

5 



C

C
P . 

ПРИМЕР 6. Четыре шарика случайным образом разбрасывают-

ся по четырем лункам, каждый шарик попадает в ту или другую лунку 

с одинаковой вероятностью и независимо от других (препятствий к 

попаданию в одну и ту же лунку нескольких шариков нет). Найти ве-

роятность того, что в одной из лунок окажется три шарика, в другой - 

один, а в двух остальных лунках шариков не будет. 
Решение. Общее число случаев п = 4

4
. Число способов, которы-

ми можно выбрать одну лунку, где будут три шарика, 41

4 C . Число 

способов, которыми можно выбрать лунку, где будет один шарик, 

31

3 C . Число способов, которыми можно выбрать из четырех шариков 

три, чтобы положить их в первую лунку, 43

4 C . Общее число благо-

приятных случаев 434 m . Вероятность события: 

16

3

4

434
4





n

m
P   
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ПРИМЕР 7. В ящике 10 одинаковых шаров, помеченных номе-
рами 1, 2, …, 10. На удачу извлечены шесть шаров. Найти вероятность 
того, что среди извлечѐнных шаров окажутся: а) шар №1; б) шары №1 
и №2. 

Решение. а) Общее число возможных элементарных исходов ис-
пытания равно числу способов, которыми можно извлечь шесть шаров 

из десяти, т.е. .6
10C  

Найдѐм число исходов, благоприятствующих интересующему 
нас событию: среди отобранных шести шаров есть шар №1 и, следова-
тельно, остальные пять шаров имеют другие номера. Число таких ис-
ходов, очевидно, равно числу способов, которыми можно отобрать 

пять шаров из оставшихся девяти, т.е. .5
9C  

Искомая вероятность равна отношению числа исходов, благо-
приятствующих рассматриваемому событию, к общему числу возмож-

ных элементарных исходов: .6,0// 4
10

4
9

6
10

5
9  CCCCP   

б) Число исходов, благоприятствующих интересующему нас со-
бытию (среди отобранных шаров есть шары №1 и №2, следовательно, 
четыре шара имеют другие номера), равно числу способов, которыми 

можно извлечь четыре шаров из оставшихся восьми, т.е. .4
8C  Искомая 

вероятность .316
10

4
8  CCP  

4. 3. Статистическая вероятность 

Статистическое определение вероятности используется в случае, 
когда исходы опыта не являются равновозможными. 

Относительная частота события А определяется равенством: 

n

m
AP )(*

, 

где m – число испытаний, в которых событие А наступило, n – 
общее число произведенных испытаний. 

Я. Бернулли доказал, что при неограниченном увеличении числа 
опытов относительная частота появления события будет практически 
сколь угодно мало отличаться от некоторого постоянного числа. Ока-
залось, что это постоянное число есть вероятность появления события. 
Поэтому, естественно, относительную частоту появления события при 
достаточно большом числе испытаний называть статистической веро-
ятностью в отличие от ранее введенной вероятности. 

ПРИМЕР 8. Как приближенно установить число рыб в озере? 
Пусть в озере х рыб. Забрасываем сеть и, допустим, находим в 

ней n рыб. Каждую из них метим и выпускаем обратно. Через несколь-
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ко дней в такую же погоду и в том же месте забрасываем ту же самую 
сеть. Допустим, что находим в ней m рыб, среди которых k меченных. 
Пусть событие А – «пойманная рыба мечена». Тогда по определению 

относительной частоты 
m

k
AP )(* . 

Но если в озере х рыб и мы в него выпустили n меченых, то 
x

n
AP )( . 

Так как Р
*
(А)  Р(А), то 

k

mn
х  . 

4.4. Операции над событиями. Вероятности комбинаций событий 

Суммой, или объединением, нескольких событий называется со-
бытие, состоящее в наступлении хотя бы одного из этих событий (в 
одном и том же испытании). 

Сумма А1 + А2 + … + Аn обозначается так: 






n

k

kn A A    A  AS 

1

21    или 
n

k
kn AAAAS

1
21 ...



 . 

Например, бросаются две игральные кости. Пусть событие А со-
стоит в выпадении 4 очков на 1 кости, а событие В – в выпадении 5 
очков на другой кости. События А и В совместны. Поэтому событие 
А+В  состоит в выпадении 4 очков на первой кости, или 5 очков на 
второй кости, или 4 очков на первой кости и 5 очков на второй одно-
временно. 

Другой пример. Событие А – выигрыш по 1 займу, событие В – 
выигрыш по 2 займу. Тогда событие А+В  – выигрыш хотя бы по од-
ному займу (возможно по двум сразу). 

Произведением или пересечением нескольких событий называет-
ся событие, состоящее в совместном появлении всех этих событий (в 
одном и том же испытании). 

Произведение В событий А1, А2, …, Аn обозначается так: 

  
n

k
kn

n

k
kn AААAАААВ

1
21

1
21 АВ   или  



  . 

Например, События А и В состоят в успешном прохождении I и 
II туров соответственно при поступлении в институт. Тогда событие 

АВ состоит в успешном прохождении обоих туров. 

Теорема. Если события Ai (i = 1, 2, …, n) попарно несовместны, 
то вероятность суммы событий равна сумме вероятностей этих собы-
тий: 
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)()(
11





n

i
i

n

i
i APAP . 

Пусть А и Ā – противоположные события, т.е. А + Ā = , где  – 
достоверное событие. Из теоремы сложения вытекает, что 

Р() = Р(А) + Р(Ā) = 1, поэтому 

Р(Ā) = 1 – Р(А). 
Если события А1 и А2  совместны, то вероятность суммы двух со-

вместных событий равна: 

Р(А1 + А2) = Р(А1) + Р(А2) – Р(А1А2). 
Теоремы сложения вероятностей позволяют перейти от непо-

средственного подсчета вероятностей к определению вероятностей 
наступления сложных событий. 

ПРИМЕР 9. Стрелок производит один выстрел по мишени. Веро-
ятность выбить 10 очков (событие А), 9 очков (событие В) и 8 очков (со-
бытие С) равны соответственно 0,11; 0,23; 0,17. Найти вероятность того, 
что при одном выстреле стрелок выбьет менее 8 очков (событие D). 

Решение. Перейдем к противоположному событию D  – при од-

ном выстреле стрелок выбьет не менее 8 очков. Событие D  наступает, 

если произойдет А или В, или С, т.е. CBAD   . Так как события А, 

В, С попарно несовместны, то, по теореме сложения, 

51,0)()()()(  CPBPAPDP , откуда 

49,051,01)(1)(  DPDP . 

ПРИМЕР 10. От коллектива бригады, которая состоит из 6 муж-
чин и 4 женщин, на профсоюзную конференцию выбирается два человека. 
Какова вероятность, что среди выбранных хотя бы одна женщина (со-
бытие А). 

Решение. Если произойдет событие А, то обязательно произой-
дет одно из следующих несовместных событий: В – «выбраны мужчи-
на и женщина»; С – «выбраны две женщины». Поэтому можно запи-
сать: А=В+С. Найдем вероятность событий В и С. Два человека из 10 

можно выбрать 2
10С  способами. Двух женщин из 4 можно выбрать 

2
4С  

способами. Мужчину и женщину можно выбрать 64 способами. Тогда 
2
10

2
4

2
10 /)(  ,/46)( СССРСВР  . Так как события В и С несовместны, 

то, по теореме сложения, 
Р(А) = Р(В + С) = Р(В) + Р(С) = 8/15 + 2/15 = 2/3. 
ПРИМЕР 11. На стеллаже в библиотеке в случайном порядке 

расставлено 15 учебников, причем пять из них в переплете. Библиоте-
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карь берет наудачу три учебника. Найти вероятность того, что хотя бы 
один из взятых учебников окажется в переплете (событие А). 

Решение. Первый способ. Требование – хотя бы один из трех взя-
тых учебников в переплете – будет осуществлено, если произойдет 
любое из следующих трех несовместных событий: В – один учебник в 
переплете, С – два учебника в переплете, D – три учебника в переплете. 

Интересующее нас событие А можно представить в виде суммы 
событий: A=B+C+D. По теореме сложения,  

P(A) = P(B) + P(C) + P(D). (4.1) 
Найдем вероятность событий B, C и D (см комбинаторные схе-

мы): 

.91/2)(

91/20)(

,91/45)(

3
15

3
5

3
15

1
10

2
5

3
15

2
10

1
5







CCDP

CCCCP

CCCBP

 

Представив эти вероятности в равенство (4.1), окончательно полу-
чим 

P(A) = 45/91 + 20/91 + 2/91 = 67/91. 
Второй способ. Событие А (хотя бы один из взятых трех учебни-

ков имеет переплет) и Ā (ни один из взятых учебников не имеет перепле-
та) – противоположные, поэтому P(A) + P(Ā) = 1 (сумма вероятностей 
двух противоположных событий равна 1). Отсюда P(A) = 1 – P(Ā). Ве-
роятность появления события Ā (ни один из взятых учебников не имеет 

переплета)  .91/24)( 3
15

3
10  CCAP  

Искомая вероятность 
P(A) = 1 – P(Ā) = 1 – 24/91 = 67/91. 

 
Условной вероятностью Р(В/А) называется вероятность события 

В, вычисленная в предположении, что событие А уже наступило. 

Теорема. Вероятность совместного появления двух событий равна 
произведению вероятностей одного из них на условную вероятность дру-
гого, вычисленную в предположении, что первое событие уже наступило: 

Р(А∙В) = Р(А)∙Р(В/А). (4.2) 
Два события называются независимыми, если появление любого 

из них не изменяет вероятность появления другого, т.е. 
Р(А) = Р(А/В) или Р(В) = Р(В/А). (4.3) 

Если события А и В независимы, то из формул (4.2) и (4.3) сле-
дует  

Р(А∙В) = Р(А)∙Р(В). (4.4) 
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Справедливо и обратное утверждение, т.е. если для двух собы-
тий выполняется равенство (4.4), то эти события независимы. В самом 
деле, из формул (4.4) и (4.2) вытекает  

Р(А∙В) = Р(А)∙Р(В) = Р(А)Р(В/А), откуда Р(А) = Р(В/А). 

Формула (4.2) допускает обобщение на случай конечного числа 
событий А1, А2,…,Аn: 

Р(А1∙А2∙…∙Аn)=Р(А1)∙Р(А2/А1)∙Р(А3/А1А2)∙…∙Р(Аn/А1А2…Аn-1). 
ПРИМЕР 12. Из урны, в которой 5 белых и 10 черных шаров, 

вынимают подряд два шара. Найти вероятность того, что оба шара бе-
лые (событие А). 

Решение. Рассмотрим события: В – первый вынутый шар белый; 
С – второй вынутый шар белый. Тогда А = ВС. 

Опыт можно провести двумя способами: 
1) с возвращением: вынутый шар после фиксации цвета возвра-

щается в урну. В этом случае события В и С независимы: 

Р(А) = Р(В)∙Р(С) = 5/155/15 = 1/9; 
2) без возвращения: вынутый шар откладывается в сторону. В 

этом случае события В и С зависимы: 
Р(А) = Р(В)∙Р(С/В). 

Для события В условия прежние, 
3

1

15

5
  )( BP , а для С ситуа-

ция изменилась. Произошло В, следовательно в урне осталось 14 ша-

ров, среди которых 4 белых 
7

2

14

4
  P(C/B) . 

Итак,    
21

2

7

2

3

1
)( AP . 

ПРИМЕР 13. Среди 50 электрических лампочек 3 нестандарт-
ные. Найти вероятность того, что две взятые одновременно лампочки 
нестандартные. 

Решение. Рассмотрим события: А – первая лампочка нестандарт-
ная, В – вторая лампочка нестандартная, С – обе лампочки нестандартные. 
Ясно, что С = А∙В. Событию А благоприятствуют 3 случая из 50 возмож-
ных, т.е. Р(А) = 3/50. Если событие А уже наступило, то событию В благо-
приятствуют два случая из 49 возможных, т.е. Р(В/А) = 2/49. Следователь-
но,  

1225

3

49

2

50

3
)/()()(  АВРАРСP . 

ПРИМЕР 14. Два спортсмена независимо друг от друга стреляют по 
одной мишени. Вероятность попадания в мишень первого спортсмена равна 
0,7, а второго – 0,8. Какова вероятность того, что мишень будет поражена? 
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Решение. Мишень будет поражена, если в нее попадет либо пер-
вый стрелок, либо второй, либо оба вместе, т.е. произойдет событие 
А+В, где событие А заключается в попадании в мишень первым спорт-
сменом, а событие В – вторым. Тогда 

Р(А+В)=Р(А)+Р(В)–Р(А∙В)=0,7+0,8–0,7∙0,8=0,94. 
ПРИМЕР 15. В читальном зале имеется шесть учебников по теории 

вероятностей, из которых три в переплете. Библиотекарь наудачу взял два 
учебника. Найти вероятность того, что два учебника окажутся в переплете. 

Решение. Введем обозначения событий: A – первый взятый 
учебник имеет переплет, В – второй учебник имеет переплет. Вероят-
ность того, что первый учебник имеет переплет,  

P(A) = 3/6 = 1/2. 
Вероятность того, что второй учебник имеет переплет, при усло-

вии, что первый взятый учебник был в переплете, т.е. условная вероят-
ность события В, такова: P(B/А) = 2/5. 

Искомая вероятность того, что оба учебника имеют переплет, по 
теореме умножения вероятностей событий равна  

P(AB) = P(A) ∙ P(B/А) = 1/2·∙ 2/5 = 0,2. 
ПРИМЕР 16. В цехе работают 7 мужчин и 3 женщины. По та-

бельным номерам наудачу отобраны три человека. Найти вероятность 
того, что все отобранные лица окажутся мужчинами. 

Решение. Введем обозначения событий: A – первым отобран 
мужчина, В – вторым отобран мужчина, С – третьим отобран мужчина. 
Вероятность того, что первым будет отобран мужчина, P(A) = 7/10. 

Вероятность того, что вторым отобран мужчина, при условии, 
что первым уже был отобран мужчина, т.е. условная вероятность собы-
тия В следующая: P(B/А) = 6/9 = 2/3. 

Вероятность того, что третьим будет отобран мужчина, при ус-
ловии, что уже отобраны двое мужчин, т.е. условная вероятность со-
бытия С такова: P(C/АВ) = 5/8. 

Искомая вероятность того, что все три отобранных лица окажут-
ся мужчинами, P(ABC) = P(A) P(B/А) P(C/АВ) = 7/10 · 2/3 · 5/8 = 7/24. 

4.5. Формула полной вероятности и формула Байеса 

Пусть B1, B2,…, Bn – попарно несовместные события (гипотезы) и 
А – событие, которое может произойти только совместно с одним из 
них. 

Пусть, кроме того, нам известны Р(Bi) и Р(А/Bi) (i = 1, 2, …, n). 

В этих условиях справедливы формулы: 

, )/()()(

1






n

i

ii BAPBРАР  (4.5) (2.4) 

 

(2.5) 
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Формула (4.5) называется формулой полной вероятности. По 
ней вычисляется вероятность события А (полная вероятность). 

Формула (4.6) называется формулой Байеса. Она позволяет про-
извести пересчет вероятностей гипотез, если событие А произошло. 

При составлении примеров удобно считать, что гипотезы обра-
зуют полную группу. 

ПРИМЕР 17. В корзине яблоки с четырех деревьев одного сорта. С 
первого – 15% всех яблок, со второго – 35%, с третьего – 20%, с четвертого 
– 30%. Созревшие яблоки составляют соответственно 99%, 97%, 98%, 95%. 

а) Какова вероятность того, что наугад взятое яблоко окажется 
спелым (событие А). 

б) При условии, что наугад взятое яблоко оказалось спелым, вы-
числить вероятность того, что оно с первого дерева. 

Решение. а) Имеем 4 гипотезы: 
B1 – наугад взятое яблоко снято с 1-го дерева; 
B2 – наугад взятое яблоко снято с 2-го дерева; 
B3 – наугад взятое яблоко снято с 3-го дерева; 
B4 – наугад взятое яблоко снято с 4-го дерева. 
Их вероятности по условию: Р(B1) = 0,15; Р(B2) = 0,35; Р(B3) = 0,2; 

Р(B4) = 0,3. 
Условные вероятности события А: 
Р(А/B1) = 0,99; Р(А/B2) = 0,97; Р(А/B3) = 0,98; Р(А/B4) = 0,95. 

Вероятность того, что наудачу взятое яблоко окажется спелым, 
находится по формуле полной вероятности: 

Р(А)=Р(B1)∙Р(А/B1)+Р(B2)∙Р(А/B2)+Р(B3)∙Р(А/B3)+Р(B4)∙Р(А/B4)=0
,969. 

б) Формула Байеса для нашего случая имеет вид: 
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ПРИМЕР 18. В урну, содержащую два шара, опущен белый 
шар, после чего из нее наудачу извлечен один шар. Найти вероятность 
того, что извлеченный шар окажется белым, если равновозможны все 
возможные предположения о первоначальном составе шаров (по цве-
ту). 

Решение. Обозначим через А событие – извлечен белый шар. 
Возможны следующие предположения (гипотезы) о первоначальном 
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составе шаров: B1 – белых шаров нет, В2 – один белый шар, В3 – два 
белых шара. 

Поскольку всего имеется три гипотезы, и сумма вероятностей 
гипотез равна 1 (так как они образуют полную группу событий), то 
вероятность каждой из гипотез равна 1/3,т.е.  

P(B1) = P(B2) = P(B3) = 1/3. 
Условная вероятность того, что будет извлечен белый шар, при 

условии, что первоначально в урне не было белых шаров, Р(А/B1)=1/3. 
Условная вероятность того, что будет извлечен белый шар, при усло-
вии, что первоначально в урне был один белый шар, Р(А/B2)=2/3. Ус-
ловная вероятность того, что будет извлечен белый шар, при условии, 
что первоначально в урне было два белых шара Р(А/B3)=3/3=1. 

Искомую вероятность того, что будет извлечен белый шар, на-
ходим по формуле полной вероятности:  
Р(А)=Р(B1)∙Р(А/B1)+Р(B2)∙Р(А/B2)+Р(B3)∙Р(А/B3)=1/3·1/3+1/3·2/3+1/3·1=2/3. 

ПРИМЕР 19. Два автомата производят одинаковые детали, ко-
торые поступают на общий конвейер. Производительность первого 
автомата вдвое больше производительности второго. Первый автомат 
производит в среднем 60% деталей отличного качества, а второй – 
84%. Наудачу взятая с конвейера деталь оказалась отличного качества. 
Найти вероятность того, что эта деталь произведена первым автома-
том. 

Решение. Обозначим через А событие – деталь отличного каче-
ства. Можно сделать два предположения: B1 – деталь произведена пер-
вым автоматом, причем (поскольку первый автомат производит вдвое 
больше деталей, чем второй) Р(А/B1) = 2/3; B2 – деталь произведена вто-
рым автоматом, причем P(B2) = 1/3. 

Условная вероятность того, что деталь будет отличного качест-
ва, если она произведена первым автоматом, Р(А/B1)=0,6. 

Условная вероятность того, что деталь будет отличного качест-
ва, если она произведена вторым автоматом, Р(А/B1)=0,84. 

Вероятность того, что наудачу взятая деталь окажется отличного 
качества, по формуле полной вероятности равна 

Р(А)=Р(B1)∙Р(А/B1)+Р(B2)∙Р(А/B2)=2/3·0,6+1/3·0,84 = 0,68. 

Искомая вероятность того, что взятая отличная деталь произве-
дена первым автоматом, по формуле Бейеса равна 
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ПРИМЕР 20. Имеются три партии деталей по 20 деталей в каж-
дой. Число стандартных деталей в первой, второй и третьей партиях 
соответственно равны 20, 15, 10. Из выбранной партии наудачу извле-
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чена деталь, оказавшаяся стандартной. Детали возвращают в партию и 
вторично из этой же партии наудачу извлекают деталь, которая также 
оказывается стандартной. Найти вероятность того, что детали были 
извлечены из третьей партии. 

Решение. Обозначим через А событие – в каждом из двух испы-
таний (с возвращением) была извлечена стандартная деталь.  Можно 
сделать три предположения (гипотезы): B1 – детали извлекаются из 
первой партии, В2 – детали извлекаются из второй партии, В3 – детали 
извлекаются из третьей партии. 

Детали извлекались наудачу из взятой партии, поэтому вероят-

ности гипотез одинаковы: P(B1) = P(B2) = P(B3) = 1/3. 
Найдем условную вероятность Р(А/B1), т.е. вероятность того, что 

из первой партии будут последовательно извлечены две стандартные 
детали. Это событие достоверно, т.к. в первой партии все детали стан-
дартны, поэтому Р(А/B1)  = 1. 

Найдем условную вероятность Р(А/B2), т.е. вероятность того, что 
из второй партии будут последовательно извлечены (с возвращением) 
две стандартные детали: Р(А/B2)= 15/20 ∙ 15/20 = 9/16. 

Найдем условную вероятность Р(А/B3), т.е. вероятность того, что 
из третьей партии будут последовательно извлечены (с возвращением) 
две стандартные детали: Р(А/B3) = 10/20 · 10/20 = 1/4. 

Искомая вероятность того, что обе извлеченные стандартные де-
тали взяты из третьей партии, по формуле Бейеса равна  
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4.6. Повторные испытания 

Если производится несколько испытаний, причем вероятность 
события А в каждом испытании не зависит от исходов других испыта-
ний, то такие испытания называют независимыми относительно со-
бытия А. В разных независимых испытаниях событие А может иметь 
либо различные вероятности, либо одну и ту же вероятность.  Будем 
далее рассматривать лишь такие независимые испытания, в которых 
событие А имеет одну ту же вероятность. 

Пусть производится п независимых испытаний, в каждом из ко-
торых событие А может появиться либо не появиться. Условимся счи-
тать, что вероятность события А в каждом испытании одна и та же, а 
именно равна р. Следовательно, вероятность ненаступления события А 
в каждом испытании также постоянна и равна 1–р. Такая вероятност-
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ная схема называется схемой Бернулли. Поставим перед собой задачу 
вычислить вероятность того, что при п испытаниях по схеме Бернулли 
событие А осуществится ровно k раз (k – число успехов) и, следова-
тельно, не осуществится п–k раз. Важно подчеркнуть, что не требует-
ся, чтобы событие А повторилось ровно k раз в определенной последо-
вательности. Искомую вероятность обозначим Рп(k). Например, символ 
Р5(3) означает вероятность того, что в пяти испытаниях событие поя-
вится ровно 3 раза и, следовательно, не наступит 2 раза. 

Поставленную задачу можно решить с помощью так называемой 
формулы Бернулли, которая имеет вид: 
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ПРИМЕР 21. Вероятность того, что расход электроэнергии в 
продолжение одних суток не превысит установленной нормы, равна 
р=0,75. Найти вероятность того, что в ближайшие 6 суток расход элек-
троэнергии в течение 4 суток не превысит нормы. 

Решение. Вероятность нормального расхода электроэнергии в 
продолжение каждых из 6 суток постоянна и равна р=0,75. Следова-
тельно, вероятность перерасхода электроэнергии в каждые сутки также 
постоянна и равна q=1–р=1–0,75=0,25. 

Искомая вероятность по формуле Бернулли равна  
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ПРИМЕР 22. Два равносильных шахматиста играют в шахматы. 
Что вероятнее: выиграть две партии из четырех или три партии из шес-
ти (ничьи во внимание не принимаются)? 

Решение. Играют равносильные шахматисты, поэтому вероят-
ность выигрыша р = 1/2, следовательно, вероятность проигрыша q так-
же равна 1/2. Т.к. во всех партиях вероятность выигрыша постоянна и 
безразлична, в какой последовательности будут выиграны партии, то 
применима формула Бернулли. 

Найдем вероятность того, что две партии из четырех будут выигра-
ны: 

.16/6)2/1()2/1()21/(34)2( 22222
44  qpCP  

Найдем вероятность того, что будут выиграны три партии из шес-
ти: 

.16/5)2/1()2/1()321/(456)3( 33333
66  qpCP  

Т.к. P4(2) > P6(3), то вероятнее выиграть две партии из четырех, 
чем три из шести. 
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4.7. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

Часто в результате испытания происходят события, заключаю-
щиеся в том, что некоторая величина принимает одно из своих воз-
можных значений. 

В таких случаях удобно вместо множества событий рассматри-
вать одну переменную величину (называемую случайной величиной). 
Случайная величина обозначается через X, Y, Z, … и т.д. 

Случайной называется величина, которая в результате испытания 
может принять то или иное возможное значение, неизвестное заранее, 
но обязательно одно. 

Примеры.  
1) В студенческой группе 25 человек. Пусть величина Х – число 

студентов, находящихся в аудитории перед началом занятий. Ее воз-
можными значениями будут числа 0, 1, 2,…,25. При каждом испыта-
нии (начало занятий) величина Х обязательно примет одно из своих 
возможных значений, т.е. наступит одно из событий Х = 0, Х = 1, …, Х 
= 25. 

2) Измерение курса акции некоторого предприятия. Возможные 
события заключаются в том, что стоимость акции Y примет некоторое 
значение в пределах от 0 до ∞. 

3) Однократное бросание игральной кости. Возможные события 
заключаются в том, что на верхней грани выпадает Z: 1, 2, 3, 4, 5, 6. 

4) Подбрасывается монета n раз. Возможные результаты: герб 
выпал 0, 1, 2, …, n раз. 

Различают дискретные и непрерывные случайные величины. 
Если множество возможных значений случайной величины ко-

нечно или образуют бесконечную числовую последовательность, то 
такая случайная величина называется дискретной (примеры 1, 3, 4). 

Случайная величина, множество значений которой заполняет 
сплошь некоторый числовой промежуток, называется непрерывной 
(пример 2).  

В дальнейшем будем рассматривать только дискретные случай-
ные величины. 

Очевидно, что для полной характеристики дискретной случай-
ной величины мало знать ее значения. Необходимо им поставить в со-
ответствие вероятности. 

Соответствие между всеми возможными значениями дискретной 
случайной величины и их вероятностями называется законом распре-
деления данной случайной величины. 

Простейшая формой задания закона распределения дискретной 
случайной величины является таблица, в которой перечислены воз-
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можные значения случайной величины (обычно в порядке возрастания) 

и соответствующие им вероятности: 

Х х1 х2 … хn … 

Р р1 р2 … рn … 

Такая таблица называется рядом распределения. Допустим, что 
число возможных значений случайной величины конечно: х1, х2, …, хn. 
При одном испытании случайная величина принимает одно и только 
одно постоянное значение. Поэтому события Х = хi (i = 1, 2, … , n) об-
разуют полную группу попарно независимых событий. Следовательно, 
р1  + р2 + …  + рn  = 1. 

Функция распределения содержит полную информацию о слу-
чайной величине. На практике функцию распределения не всегда мож-
но установить; иногда такого исчерпывающего знания и не требуется. 
Частичную информацию о случайной величине дают числовые харак-
теристики, основные из которым мы рассмотрим. 

Математическое ожидание случайной величины Х указывает 
некоторое среднее значение, около которого группируются все воз-
можные значения Х. Для дискретной случайной величины, которая 
может принимать лишь конечное число возможных значений, матема-
тическим ожиданием называют сумму произведений всех возможных 
значений случайной величины на вероятность этих значений: 
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Дисперсией случайной величины называется математическое 
ожидание квадрата ее отклонения от математического ожидания 

D(X) = M(X –М(Х))
2
. 

Дисперсию дискретной случайной величины Х удобно вычислять 
по формуле: 
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Среднеквадратическим отклонением (СКО) случайной вели-
чины Х называется арифметический корень из дисперсии, т.е.  

(X) = )(XD . 

Заметим, что размерность (Х) совпадает с размерностью самой 
случайной величины Х, поэтому ее можно интерпретировать как сред-
ний показатель рассеяния значений случайной величины вокруг мате-
матического ожидания. 
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ПРИМЕР 23. Дискретная случайная величина Х, имеющая 
смысл числа судебных заседаний, одновременно проводящихся в суде 
в случайный момент времени, задана рядом распределения: 

Х 0 1 2 3 

р 0,4 0,1 0,3 0,2 

Найти математическое ожидание, дисперсию, среднеквадратиче-
ское отклонение. 

Решение. Так как случайная величина является дискретной, то 
для вычисления М(Х) воспользуемся формулой (4.8). Имеем 

М(Х) = х1р1 + х2р2 + х3р3 + х4р4 = 00,4 + 10,1 + 20,3 + 30,2 = 1,3. 

Найдем дисперсию D(X). Предварительно найдем математиче-
ское ожидание от Х

2
: 

М(Х
2
) = х1

2
р1+х2

2
р2+х3

2
р3+х4

2
р4 = 0

2
0,4+1

2
0,1+2

2
0,3+3

2
0,2 = 3,1. 

Далее по формуле (4.9) получаем 
D(X) = 3,1 –1,3

2
 = 3,1 – 1,69 = 1,41. 

Найдем среднее квадратическое отклонение. Имеем 

(Х) = 22,141,1)( XD . 

Таким образом, среднее число курьеров равно 1,3 со средним 
разбросом 1,22. 
 

Задания для самостоятельного решения 

1. Набирая номер телефона, абонент забыл последим три циф-

ры, помня лишь, что эта цифры различны, набрал их наудачу. Найти 

вероятность того, что набраны нужные цифры. 

2. В фирме работают 6 мужчин и 4 женщины. По табельным 

номерам наудачу отобраны 7 человек. Найти вероятность того, что 

среди отобранных лиц окажутся 3 женщины. 

3. Собрание, на котором присутствует 25 человек, в том числе 

5 женщин, выбирает делегацию из 3 человек. Считая, что каждый из 

присутствующих с одинаковой вероятностью может быть избран, най-

ти вероятность того, что в делегацию войдут 2 женщины н 1 мужчина. 

4. На полке расставляют наудачу 7 книг. Найти вероятность 

того, что 2 определенные книги окажутся рядом. 

5. Бросают 3 игральные кости. Найти вероятность того, что на 

всех выпадет одинаковое число очков. 

6. В группе 12 студентов, среда которых 8 отличников. По спи-

ску наудачу отобраны 9 студентов. Найти вероятность того, что среди 

отобранных студентов 5 отличников. 
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7. Группа из 10 мужчин и 10 женщин делятся случайным обра-

зом на две равные части. Найти вероятность того, что в каждой части 

мужчин и женщин одинаково. 

8. Брошены три одинаковых игральных кубика. Найти вероят-

ность того, что цифра 6 появится хотя бы на одной грани.  

9. В партии из 10 изделий имеется 4 бракованных. Наугад вы-

бирают 5 изделий. Определить вероятность того, что среди этих 5 из-

делий окажется 3 бракованных. 

10. Три стрелка стреляют по цели. Вероятность попадания в 

цель для парного стрелка равна 0,75; для второго - 0,8; для третьего - 

0,9. Найти вероятность того, что: а) все три стрелка попадут в цель; б) 

только одни стрелок попадет в цель. 

11. В ремонтной мастерской имеются 8  мастеров, из которых 5  

высшей категории и 3  первой. Для выполнения задания случайно ото-

брали 4  мастера. Какая вероятность, что среди них 2 высшей катего-

рии?  

12. Из коробки, в которой 20 деталей без дефектов в 5 с дефек-

тами, берут наудачу 3 детали. Чему равна вероятность того, что по 

крайней мере одна деталь без дефекта?  

13. Производится стрельба по мишени. Вероятность попадания 

при одном выстреле 0,7. Найти вероятность того, что по мишени будет 

произведено не менее трех выстрелов, если после первого попадания 

стрельба прекращается. 

14. В гостинице имеется 7 свободных номеров. В нее собирается 

поселиться 2 человека. Какая вероятность, что они будут жить в сосед-

них номерах, если их номера выбираются случайно. 

15. Ящик содержит 10 деталей, среди которых 3 стандартных. 

Найти вероятность того, что из наудачу отобранных 5 деталей окажет-

ся не более одной стандартной.  

16. Брошены два одинаковых игральных кубика. Найти вероят-

ность того, что цифра 6 появится хотя бы на одной грани.  

17. Для поражения цели достаточно попадания хотя бы одного 

снаряда. Произведено два залпа из двух орудий. Найти вероятность 

поражения цели, если вероятность попадания в цель при одном вы-

стреле из первого орудия равна 0,3, а из второго - 0,4.  

18. В урне лежит 12 белых и 8 красных шаров. Вынули 8 шаров. 

Какова вероятность того, что три из них красные?  

19. Два  стрелка,   для   которых   вероятности   попадания в    

мишень   равны   соответственно   0,7   и   0,8,   производят по одному 

выстрелу. Определить вероятность хотя бы одного попадания в ми-

шень.     
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20. Вероятность того, что изготовленная на первом станке де-

таль будет первосортной, равна 0,7, При изготовлении такой же детали 

на втором станке эта вероятность равна 0,8. На первом станке изготов-

лены две детали, на втором три. Найти вероятность того, что все дета-

ли первосортные. 

21. Вероятность   того,   что   в   электрической   цепи на-

пряжение   превысит  номинальное  значение,   равна  0,3.   При повы-

шенном   напряжении   вероятность аварии прибора — потребителя   

электрического   тока равна 0,2.. Определить вероятность аварии   при-

бора   вследствие повышения напряжения. 

22. На участке АВ  для мотоциклиста-гонщика имеются 12 пре-

пятствий, вероятность остановки на каждом из которых равна 0,1- Ве-

роятность того, что от пункта В до конечного пункта С  мотоциклист 

проедет  без  остановки,   равна  0,7. Определить   вероятность   того,   

что на участке АС не будет ни одной остановки. 

23. На пути автомобиля 4 светофора. Вероятность остановиться 

на первых двух 0,3, а на последующих двух 0,4. Какая вероятность 

проехать светофоры без остановок? 

24. На пути автомобиля 3 светофора. Вероятность остановиться 

на первых двух 0,4, а на третьем 0,5. Какая вероятность проехать све-

тофоры с одной остановкой? 

25. Вероятность попадания в мишень при одном выстреле для 

данного стрелка равна 2/3, Если при первом выстреле зафиксировано 

попадание, то стрелок получает право на второй. Если при втором он 

вновь попадет, то стреляет третий раз. Какая вероятность попасть при 

трех выстрелах? 

26. Вероятность для данного спортсмена улучшить свой преды-

дущий   результат  с одной попытки  равна 0,2. Определить вероят-

ность того, что на соревнованиях спортсмен улучшит свой результат,   

если разрешается делать две попытки. 

27. Игрок А поочередно играет по две партии с игроками В и  С.   

Вероятности  выигрыша первой партии для В и С равны  0,1   и 0,2 со-

ответственно; вероятность выиграть во второй партии для В равна 0,3, 

для С равна 0,4. Определить вероятность того, что: а) первым выиграет 

В; б) первым выиграет С. 

28. Игрок А поочередно играет с игроками В и С, имея вероят-

ность выигрыша в каждой партии 0,25, и прекращает игру после перво-

го выигрыша или после двух партий, проигранных с любому из игро-

ков. Определить вероятности выигрыша В и С. 

29. Вероятность для данного спортсмена улучшить свой преды-

дущий   результат  с одной попытки  равна 0,2. Определить вероят-
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ность того, что на соревнованиях спортсмен улучшит свой результат,   

если разрешается делать три попытки. 

30. В урне имеются 5  белых и 7 черных шаров. Два игрока по-

следовательно достают по одному шару, возвращая каждый раз извле-

ченный шар. Игра продолжается до тех пор, пока кто-нибудь из них не 

достанет белый шар. Определить вероятность того, что первым выта-

щит белый шар игрок, начинающий игру. 

31. В продажу поступают телевизоры трех заводов. Продукция 

первого завода содержит 20% телевизоров со скрытым дефектом, вто-

рого - 10% и третьего-5%. Какова  вероятность приобрести  исправный 

телевизор, если в магазин поступило 30 % телевизоров с первого заво-

да, 20 % - со второго и 50 % - с третьего?                               

32. В ящике лежат 20 теннисных мячей, в том числе 15 новых и 

5 игранных. Дня игры наудачу выбирают два мяча и после игры воз-

вращают обратно. Затем для второй игры наудачу извлекаются еще два 

мяча. Какова вероятность того, что вторая игра будет проводиться но-

выми мячами?                              

33. В первой урне 6 белых и 4 черных шара, во второй - 3 белых 

и 2 черных шара. Из первой урны наудачу извлекают три шара, и шары 

того цвета, которые окажутся в большинстве, опускают во вторую урну 

и тщательно перемешивают.  После этого из второй урны наудачу из-

влекают один шар. Какова вероятность того, что этот шар белый? 

34. В группе спортсменов 20 лыжников, 6 велосипедистов и 4 

бегуна. Вероятность выполнить квалификационную норму для лыжни-

ка - 0,9; для велосипедиста - 0,8; для бегуна - 0,75. Найти вероятность 

того, что спортсмен, выбранный наудачу, выполнит норму 

35. В первой урне 4 белых и 2 черных шара; во второй 2 белых и 

3 черных шара; в третьей 4 белых и 4 черных шара. Из первой и второй 

урн не глядя перекладывают по одному шару в третью урну.  Шары в 

третьей урне перемешивают  и  из нее берут наугад один  шар. Найти 

вероятность того, что этот шар белый.                                  

36. В группе стрелков шесть отличных, девять хороших, восемь 

посредственных два плохих. Вероятности попадания в цель для них 

соответственно-равны: 0,9; 0,8; 0,5; 0,1. Наугад из группы вызывается 

один стрелок. Найти вероятность того, что он попадет в цель.          

37. В первом ящике 6 белых и 4 черных шара, во втором - 7 бе-

лых н 3 черных. Из каждого ящика наугад вынимают по одному шару. 

Чему равна вероятность того, что вынутые шары разного цвета? 

38. На двух станках производятся одинаковые детали. Вероят-

ность того, что деталь стандартная, для первого станка равна 0,8, для 

второго - 0,9. Производительность второго станка втрое больше, чем 
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первого. Найти вероятность того, что взятая наудачу деталь окажется 

стандартной. 

39. Телевизор может принадлежать к одной из трех партий с ве-

роятностями 0,25; 0,5; 0,25. Вероятности того, что телевизор прорабо-

тает гарантийный срок без поломок, для этих партий равны соответст-

венно 0,1; 0,2 и 0,4. Определить вероятность того, что случайно вы-

бранный телевизор проработает гарантийный срок. 

40. В корзине 3 шара, каждый из которых с равной вероятно-

стью может быть как белым, так и черным. Из корзины извлекли 1 

шар. Он оказался белым. Какая вероятность, что в корзине осталось 2 

черных шара?                                                                       

41. В  двух  урнах  находится  соответственно  4  и  5  белых  и  6  

и  3 черных шаров. Из каждой урны наудачу извлекается один  шар, а 

затем из этих двух шаров наудачу берется один. Какова вероятность, 

что этот шар белый? 

42. Имеется  3  урны,  в каждой из которых по 3 белых и по 4 

черных шаров. Из первой урны наудачу извлекается один  шар и пере-

кладывается  во  вторую.   Затем  из второй урны   наудачу   извлекает-

ся   один   шар   и   перекладывается в третью  урну.   Определить   ве-

роятность  извлечения после такого перекладывания белого шара из 

последней урны. 

43. В тире имеются пять ружей, вероятности попадания из кото-

рых равны соответственно 0,5; 0,6; 0,7; 0,8 и 0,9. Определить вероят-

ность попадания при одном выстреле, если стреляющий берет одно из 

ружей наудачу. 

44. Игрок  А  играет   поочередно  с  двумя  партнерами, вероят-

ности  выигрыша для которых в первой партии равны соответственно   

0,5  и  0,6  и  увеличиваются   после   каждой сыгранной  партии  на  

0,1.   Определить вероятность проигрыша А в третьей партии, если не-

известно, с каким партнером была сыграна первая партия, а ничьи ис-

ключены. 

45. В левом кармане 5 монет по 1 рублю и 3 по 2 рубля, а в пра-

вом 3 монеты по 1 рублю и 4 по 2 рубля. Из левого кармана в правый 

наудачу переложили 2 монеты, перемешали, и из правого кармана из-

влекли монету. Какая вероятность, что это 2 рубля? 

46. В группе студентов из 25 человек, пришедших сдавать экза-

мен, 10 подготовлены отлично, 7 - хорошо, 5 - удовлетворительно и 3 - 

плохо. Подготовленные отлично знают ответы на все 25 вопросов про-

граммы; хорошо - на 20; удовлетворительно - на 15; плохо - на 10 во-

просов. Вызванный наудачу студент ответил на два заданных вопроса. 
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Найти вероятность того, что этот студент плохо подготовлен к экзаме-

ну.                                                          

47. Шесть шаров, среди которых 3 белых и три черных, распре-

делены по двум урнам. Наудачу выбирается урна, а из нее один шар. 

Как нужно распределить шары по урнам, чтобы вероятность вынуть 

белый шар была максимальна? 

48. Один из четырех стрелков вызывается на линию огня и про-

изводит выстрел по мишени. Вероятности  попадания в  мишень при  

одном выстреле для стрелков соответственно равны 0,2;  0,5; 0,7;  0,9. 

Мишень поражена. Найти вероятность того, что выстрел произведен 

четвертым стрелком.                                                       

49. Для участия  в студенческих   отборочных  спортивных со-

ревнованиях выделены из первой группы курса 4, из второй - 6, из 

третьей - 5 студентов. Вероятности того, что студент первой, второй и 

третьей групп попадет в сборную команду института, соответственно 

равны 0,9; 0,7; 0,8. Наудачу  выбранный студент в итоге соревнований 

попал в сборную института. Из какой группы вероятнее всего этот сту-

дент? 

50. Имеется десять одинаковых урн, из которых в девяти нахо-

дятся по два черных и по два белых шара, а в одной пять белых и один 

черный шар. Из урны, взятой наудачу, извлечен белый шар. Какова 

вероятность, что шар извлечен из урны, содержащей пять белых ша-

ров? 

51. Вероятности попадания при каждом выстреле для трех 

стрелков равны соответственно 4/5, 3/4, 2/3. При одновременном вы-

стреле всех трех стрелков имелось два попадания.  Определить  веро-

ятность  того,   что промахнулся третий стрелок. 

52. Трое охотников одновременно выстрелили по кабану, кото-

рый   был  убит  одной  пулей.   Определить   вероятности того,  что 

кабан убит первым, вторым или третьим охотником,   если вероятности 

попадания для них  равны соответственно 0,2; 0,4; 0,6. 

53. В урне имеется 5  шаров, причем цвет каждого из них с рав-

ной вероятностью может быть белым или черным. Извлекаются после-

довательно 2 шара, причем каждый раз после извлечения шар возвра-

щается в урну. Какова вероятность того, что в урне содержатся только 

белые шары, если черные шары не извлекались? 

54. Из   двух   близнецов   первый — мальчик.    Какова вероят-

ность, что другой тоже мальчик, если среди близнецов вероятность 

рождения двух мальчиков и двух девочек соответственно равны 0,4 и 

0,4, а для разнополых близнецов вероятность родиться первым для 

обоих полов одинакова? 
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55. Третья часть одной из трех партий деталей является второ-

сортной, остальные детали первого сорта. Деталь, взятая из одной пар-

тии, оказалась первосортной. Определить вероятность   того,   что   

деталь   была   взята   из  партии,   имеющей второсортные детали.  

56. Монету бросают 5 раз. Найти вероятность того, что «герб» 

выпадет: а) менее 2 раз; б) не менее 2 раз.  

57. В урне 20 белых и 10 черных шаров. Вытаскивается после-

довательно 4 шара, причем каждый вынутый шар вновь возвращается в 

урну. Найти вероятность того, что среди 4 вынутых шаров не менее 3 

белых. 

58. Вероятность выиграть по лотерейному билету равна 1/7. 

Найти вероятность выиграть не менее чем по двум билетам из шести. 

59. Найти вероятность того, что в семье, имеющей 6 детей, не 

менее двух девочек. Предполагается, что вероятности рождения маль-

чика и девочки одинаковые. 

60. Случайно встреченное лицо может оказаться, с вероятно-

стью р=0,2 брюнетом, с р=0,3 блондином, с р=0,4 шатеном, и с р=0,1 

рыжим. Какова вероятность того, что среди трех случайно встречен-

ных лиц: 1) не менее двух брюнетов; 2)  хотя бы один рыжий? 

61. В цехе имеется 6 моторов. Для каждого мотора вероятность 

того, что он в данный момент включен, равна 0,8. Найти вероятность 

того, что в данный момент включено менее 5 моторов. 

62. В квартире четыре электролампочки. Для каждой лампочки 

вероятность того, что она останется неисправной в течение года, равна 

5/6. Какова вероятность того, что в течение года прядется заменить не 

менее половины лампочек? 

63. В ящике имеется по одинаковому числу деталей, изготов-

ленных заводами № 1 и № 2. Найти вероятность того, что среди пяти 

наудачу отобранных деталей изготовлены заводом № 1: а) не менее 

двух деталей; б) более трех деталей. 

64. Пусть вероятность того, что телевизор потребует ремонта в 

течение гарантийного срока, равна 0,3. Найти вероятность того, что в 

течение гарантийного срока из трех телевизоров: а) не более одного 

потребует ремонта; б) хотя бы один не потребует ремонта. 

65. Вероятность возврата купленного изделия равна 0,1. Какая 

вероятность, что из 8 проданных изделий: а) не одно ни вернут; б) вер-

нут не более 2 изделий? 
66. Имеются статистические данные, что в парикмахерской, 

имеющей 6 мест для обслуживания, xi посетителей одновременно об-
служиваются с вероятностью рi (см. задания). Найти математическое 
ожидание и дисперсию случайной величины Х, имеющей смысл числа 
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обслуживаемых в парикмахерской клиентов в случайный момент вре-
мени.  

Число обслуживаемых клиентов (одинаково для всех вариантов) 

xi 0 1 2 3 4 5 

Вариант Вероятность pi (по вариантам) 

1 0,05 0,17 0,42 0,10 0,20 0,06 

2 0,39 0,10 0,18 0,15 0,11 0,07 

3 0,59 0,06 0,09 0,17 0,05 0,04 

4 0,13 0,15 0,45 0,12 0,08 0,07 

5 0,16 0,29 0,20 0,07 0,18 0,10 

6 0,16 0,21 0,47 0,02 0,10 0,04 

7 0,10 0,22 0,48 0,06 0,07 0,07 

8 0,34 0,08 0,34 0,01 0,17 0,06 

9 0,45 0,05 0,23 0,07 0,17 0,03 

10 0,26 0,07 0,44 0,07 0,07 0,09 

 

 

5. СТАТИСТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 

ОБРАБОТКИ РЕЗУЛЬТАТОВ НАБЛЮДЕНИЙ 

Математическая статистика это прикладная математическая 

наука, которая, опираясь на методы теории вероятностей, изучает ме-

тоды исследования характеристик какого-либо явления или процесса 

по результатам наблюдений за ними.  

5.1. Методы представления выборочных данных 

Основным объектом исследования в математической статистике 

является выборка. Выборкой объема n называются числа x1 , x2 , …, xn,  

получаемые на практике при n – кратном повторении эксперимента в 

неизменных условиях. Выборки можно представлять различными спо-

собами. 

Вариационным рядом выборки x1 ,  x2 , …, xn называется способ ее 

записи, при котором элементы упорядочиваются по величине, т.е. за-

писываются в виде последовательности  x
(1)

, x
(2)

, …, x
(n)

, где x
(1)  x

(2)  

…  x
(n)

. Разность между максимальным и минимальным элементами 

выборки x
(n)

 – x
(1)

 = w называется размахом выборки. Пусть выборка (x1 

, x2 , …, xn) содержит k различных чисел z1 ,  z2 , …, zk  ,причем zi встреча-

ется ni раз (i = 1, 2, …, k). Число ni называется частотой элемента вы-

борки zi. Очевидно, что ni = n. Статистическим рядом называется по-

следовательность пар (zi , ni). Обычно статистический ряд записывается 



 45 

в виде таблицы, первая строка которой содержит элементы  zi, а вторая 

– их частоты.  

ПРИМЕР 1. Дана выборка числа правонарушений, зафиксиро-

ванных в районе за 15 дней: 5, 3, 7, 10, 5, 5, 2, 10, 7, 2, 7, 7, 4, 2, 4. За-

писать ее в виде вариационного и статистического рядов, определить 

размах выборки.  

Решение. Объем выборки n = 15. Упорядочив элементы выбор-

ки по величине, получим вариационный ряд 

2, 2, 2, 3, 4, 4, 5, 5, 5, 7, 7, 7, 7, 10, 10. 

Размах выборки               w = 10 – 2 = 8. 

Различными в заданной выборке являются элементы z1 = 2, z2 = 3, 

z3 = 4, z4 = 5,       z5  = 7, z6  = 10; их частоты соответственно равны n1 = 3, 

n2 = 1, n3 = 2, n4 = 3, n5 = 4,  n6 = 2. Следовательно, статистический ряд 

исходной выборки можно записать в виде следующей таблицы: 

zi 2 3 4 5 7 10 

ni 3 1 2 3 4 2 

При большом объеме выборки ее элементы объединяют в груп-

пы (разряды), представляя результаты опытов в виде группированного 

статистического ряда. Для этого интервал, содержащий все элементы 

выборки, разбиваются на k непересекающихся интервалов. Вычисле-

ния значительно упрощаются, если эти интервалы имеют одинаковую 

длину b  w/k . После того как частичные интервалы выбраны, опреде-

ляют частоты – количество ni элементов выборки, попавших в i-й ин-

тервал (элемент, совпадающий с верхней границей интервала, относит-

ся к последующему интервалу). Получающийся статистический ряд в 

верхней строке содержит середины zi  интервалов группировки, а в 

нижней – частоты ni (i=1, 2, …, k). Наряду с частотами одновременно 

подсчитываются также накопленные частоты 



i

j

ji nn
1

, относи-

тельные частоты i=ni/n и накопленные относительные частоты 





i

j

j
i n

n

1

. 

Полученные результаты сводятся в таблицу, называемую груп-

пированным статистическим рядом. 

ПРИМЕР 2. Дана выборка 55 наблюдений времени между по-

ступающим сигналом от охранной сигнализации на оперативный 

пункт до момента прибытия оперативной бригады (мин.). Предста-

вить ее в виде группированного статистического ряда, используя 7 

интервалов группировки. Выборка: 
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20,3  15,4  17,2  19,2  23,3  18,1  21,9  15,3  16,8  13,2   

20,4  16,5  19,7  20,5  14,3  20,1  16,8  14,7  20,8  19,5   

15,3  19,3  17,8  16,2  15,7  22,8  21,9  12,5  10,1  21,1   

18,3  14,7  14,5  18,1  18,4  13,9  19,1  18,5  20,2  23,8   

16,7  20,4  19,5  17,2  19,6  17,8  21,3  17,5  19,4  17,8   

13,5  17,8  11,8  18,6  19,1 

Решение. Размах выборки w=23,8–10,1=13,7. Длина интервала 

группировки b = 13,7/7  2. В качестве первого интервала удобно 

взять интервал 10 – 12. Результаты группировки сведены в таблицу. 

Номер 

интер-

вала i 

Границы 

интер-

вала 

Сере-

дина 

интер-

вала zi 

Часто-

та  ni 

Накоплен-

ная часто-

та 

i 

      nj 
j=1 

Относи- 

тельная  

частота 

nj/n 

Накопленная 

относитель-

ная частота 

i 

         nj/n 
j=1

 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

10 – 12 

12 – 14 

14 – 16 

16 – 18 

18 – 20 

20 – 22 

22 – 24 

11 

13 

15 

17 

19 

21 

23 

2 

4 

8 

12 

16 

10 

3 

2 

6 

14 

26 

42 

52 

55 

0,0364 

0,0727 

0,1455 

0,2182 

0,2909 

0,1818 

0,0545 

0,0364 

0,1091 

0,2546 

0,4728 

0,7637 

0,9455 

1,0000 

Гистограммой частот группированной выборки называется ку-

сочно-постоянная функция, постоянная на интервалах группировки и 

принимающая на каждом из них  значения ni/b, i = 1, 2, …, k, соответ-

ственно. Площадь ступенчатой фигуры под графиком гистограммы 

равна объему выборки n. 

Аналогично определяется гистограмма относительных частот. 

Площадь соответствующей ступенчатой фигуры для нее равна едини-

це. При увеличении объема выборки и уменьшении интервала группи-

ровки  гистограмма относительных частот является статистическим 

аналогом плотности распределения  fx (x).  

Полигоном частот называется ломаная с вершинами в точках  

(zi , ni/b), i =1, 2, …, k, а полигоном относительных частот  –  ломаная 

с вершинами в точках   (zi , ni/nb),    i = 1, 2, …, k. Таким образом,  поли-

гон относительных частот получается из полигона частот сжатием по 

оси Оy в n раз. 

Кумулятивной кривой (кумулятой) частот называется ломаная 

линия, соединяющая точки с координатами точках (zi , ni),  i =1, 2, …, 

k. Если вместо накопленных частот , ni  взять относительные накоп-
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ленные частоты , i , то получим кумулятивную кривую накопленных 

частот.  

ПРИМЕР 3. Построить гистограмму, полигон и кумуляту час-

тот по данным, приведенным в примере 2. 

Решение. По результатам группировки на основании таблицы из 

примера 2 строим гистограмму частот. Соединяя отрезками ломаной 

середины верхних оснований прямоугольников, из которых состоит по-

лученная гистограмма, получаем соответствующий полигон частот. Взяв 

вместо частот накопленные частоты, получим кумуляту. 

Гистограмма

0
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6
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10

12

14

16

18

10-12 12-14 14-16 16-18 18-20 20-22 22-24

Интервалы группировки

Ч
а
с
то

та
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0

2

4
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18

11 13 15 17 19 21 23

Середины интервалов

Ч
а
с
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та

 

Кумулятивная кривая

0
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60
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Середины интервалов
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с
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5.2. Выборочные оценки числовых характеристик 

Пусть x1, x2, …, xn – выборка объема n, полученная в результате 

наблюдения за некоторым показателем. По этой выборке может быть 

построен (группированный или негруппированный) статистический 

ряд. Рассмотрим методы нахождения оценок числовых характеристик 

этого показателя. Числовые характеристики, найденные по выбороч-

ным данным,  называются выборочными числовыми характеристика-

ми. Рассмотрим методы получения выборочных оценок основных чи-

словых характеристик.  
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1. Выборочное среднее x  служит оценкой математического 

ожидания и его можно интерпретировать как среднее значение срели 

всех элементов выборки. Выборочное среднее рассчитывается по фор-

мулам: 

 nxxx
n

x  ...
1

21  - для выборочных данных и  

 kknznznz
n

x  ...
1

2211  - для статистического ряда. 

2. Выборочная несмещенная дисперсия является оценкой дис-

персии и характеризует квадрат среднего разброса выборочных данных 

вокруг среднего. Выборочная дисперсия рассчитывается по формулам: 

  






 



222

2
2
1

2 ...
1

1
xnxxx

n
S n  - для выборочных данных и  

  






 



22

2
2
21

2
1

2 ...
1

1
xnnznznz

n
S kk - для статистического ряда. 

3. Выборочным среднеквадратическим отклонением называется 

квадратный корень из выборочной дисперсии 2SS  . 

4. Выборочной модой 
*

Xd  называется элемент выборки, встре-

чающийся с наибольшей частотой. 

5. Выборочной медианой называется число 
*

Xh , которое делит 

вариационный ряд на две части, содержащие равное число элементов. 

Если объем выборки n – нечетное число (т. е. n = (2l +1)), то 

,)1(*  l

X xh  то есть является элементом вариационного ряда со 

средним номером. Если же n = 2l, то ).(
2

1 )1()(*  ll

X xxh  

ПРИМЕР 4. Определить оценки среднего, дисперсии, моды и 

медианы для выборки 5, 6, 8, 2, 3, 1, 1, 4. 

Решение.  Представим данные в виде вариационного ряда: 1, 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 8. Выборочное среднее и исправленная выборочная дис-

персия равны:            ;75,3)86543211(
8

1
x   

  214,675.3886543211
18

1 2222222222 


S . 
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Все элементы входят в выборку по одному разу, кроме 1, сле-

довательно, мода 1
~

Xd . Так как n = 8, то медиана 

.5,3)43(
2

1~
Xh  

Задания для самостоятельного решения 

Задание № 1 
Дана выборка количества вызовов наряда милиции за 20 дней.  
а) Составить вариационный ряд по данным выборки.   
б) Составить негруппированный статистический ряд.   
в) Построить полигон, гистограмму и кумулятивную кривую. 
г) Найти выборочные оценки для математического ожидания,  

дисперсии и среднеквадратического отклонения.    

Вариант ВЫБОРКА 

1.  0 3 1 0 0 0 1 1 1 3 0 3 2 0 2 0 0 0 4 2 

2.  3 4 1 6 1 4 1 1 2 0 2 5 3 1 1 1 2 6 2 3 

3.  2 1 5 5 0 2 3 2 2 1 3 2 2 4 2 0 1 2 0 3 

4.  5 2 1 1 2 3 0 2 3 2 1 1 0 0 4 2 0 1 1 2 

5.  1 0 2 0 0 2 1 0 2 3 3 1 0 3 2 2 1 4 3 2 

6.  0 2 2 1 3 0 2 1 3 3 2 4 2 0 0 2 3 0 2 0 

7.  3 1 2 0 2 1 4 0 2 2 2 1 1 2 0 1 1 1 2 3 

8.  1 3 1 0 2 5 3 3 1 0 3 0 2 2 1 3 2 3 5 0 

9.  0 3 0 2 4 1 1 4 3 6 1 3 0 0 5 1 4 0 1 1 

10.  0 0 0 3 0 3 2 1 2 1 1 1 0 1 3 0 1 1 3 0 

11.  0 1 1 2 2 1 0 2 3 1 2 1 1 3 2 4 0 0 4 3 

12.  1 1 2 2 1 2 0 1 0 0 1 2 1 4 1 1 0 1 1 0 

13.  0 4 2 4 1 2 0 0 1 2 3 0 2 2 1 2 2 3 2 1 

14.  0 1 2 0 0 0 0 0 2 3 3 1 0 0 2 1 1 3 2 1 

15.  0 0 2 2 3 0 1 2 3 2 1 3 0 0 0 0 1 0 1 2 

16.  3 0 2 3 0 2 2 1 0 3 2 2 0 2 0 1 1 3 0 2 

17.  2 0 3 1 0 4 1 0 1 0 3 3 1 1 3 0 2 1 2 3 

18.  3 1 0 2 1 0 2 1 1 5 0 2 4 1 2 1 2 0 4 3 

19.  2 3 0 1 1 2 1 2 2 3 1 1 2 0 0 2 1 0 1 3 

20.  2 0 2 0 1 2 3 0 3 1 4 3 1 2 2 1 1 3 2 1 

 

Задание № 2 

Дана выборка выручки магазина за последние 30 дней.  

а) Составить статистический ряд.  

б) Построить гистограмму, полигон, кумулятивную кривую.  
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Вариант Выборка 

1.  18 19 21 18 16 19 18 16 17 18 15 22 18 17 22 

14 19 16 14 14 22 14 21 18 16 12 19 18 18 15 

2.  22 23 23 22 21 20 21 18 16 22 18 25 13 23 17 

24 21 17 19 27 26 25 21 26 19 24 20 18 23 18 

3.  37 32 29 32 28 32 33 35 30 36 32 28 34 32 32 

27 32 38 38 32 29 30 39 39 31 30 31 39 29 33 

4.  46 43 36 44 39 47 41 47 41 50 50 49 41 40 50 

45 46 47 44 48 46 48 46 51 41 47 51 52 40 47 

5.  72 74 69 71 73 68 73 77 76 77 76 76 76 64 65 

75 70 75 71 69 72 69 78 72 67 72 81 75 72 69 

6.  52 51 46 43 50 50 53 57 48 55 56 45 55 51 55 

41 54 60 52 52 59 49 51 50 47 49 57 54 54 42 

7.  44 44 46 45 49 44 47 47 36 37 35 40 35 39 41 

34 38 42 44 42 35 43 45 39 33 39 45 47 41 45 

8.  59 60 65 50 55 64 66 63 55 62 60 58 67 58 65 

63 59 57 65 56 66 59 59 60 61 65 59 50 64 63 

9.  55 71 66 74 71 70 68 76 75 73 65 75 73 70 67 

59 63 68 65 65 81 69 64 57 58 68 70 71 71 71 

10.  65 72 69 68 62 71 74 74 70 67 76 73 79 77 70 

65 70 66 75 66 74 75 84 87 71 69 67 67 75 60 

 

6. ОСНОВЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛОГИКИ 

Логика в переводе с древнегреческого означает слово, выражаю-

щее мысль. Логика - это наука о способах мышления. Математиче-

ская логика служит для создания алгоритмов логического вывода. 

Особенность математической логики заключается в использова-

нии математического языка символов и формул. Это приводит к устра-

нению двусмысленности, которая свойственна естественным языкам. 

6.1. Логические операции и их свойства 

Математическая логика имеет дело с высказываниями. Высказы-

вание - это повествовательное предложение, о котором имеет смысл 

говорить, что оно истинно или ложно. Высказывания обозначаются 

большими буквами латинского алфавита: А, В, С… , а их значения, то 

есть истина и ложь – буквами «И» и «Л» либо цифрами 1 и 0 соответ-

ственно. 

Высказываниями являются, например, следующие предложения: 

«Конституция – основной закон Российской Федерации»; «Воронеж 

находится на берегу реки Волга»; «Царевич  Дмитрий был убит по 
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приказу Бориса Годунова». Первое предложение истинно, второе - 

ложно, а третье до сих пор обсуждается историками. Предложения  

« xy sin »,  «На какую оценку студент Петров хочет сдать экза-

мен?» не являются высказываниями. Также не является высказыванием 

предложение «Цветы расцветают весной» ввиду недостаточной уточ-

ненности. 

Высказывания бывают простыми и сложными. Простое выска-

зывание по своему смыслу является неделимым, например «На улице 

идет дождь». Сложное высказывание состоит из простых, которые 

объединяются логическими связками, например: «Если на улице идет 

дождь, то нужно взять с собой зонтик». Здесь связками служат союзы 

«ЕСЛИ … ТО». В качестве связок могут выступать также «НЕ», «И», 

«ИЛИ», «ТОГДА И ТОЛЬКО ТОГДА, КОГДА» и другие. Эти союзы 

обозначают определенные логические связи между высказываниями, 

при этом их можно рассматривать как операции над высказываниями.  

В алгебре высказываний вводятся операции, которые позволяют 

судить об истинности или ложности сложного высказывания по истин-

ности и ложности составляющих его высказываний.  Рассмотрим ос-

новные операции над высказываниями. 

 1. Отрицанием высказывания P называется высказывание, ко-

торое истинно тогда и только тогда, когда P ложно. Отрицание выска-

зывания P обозначается P  (или P) и читается ―не P‖. 

2. Конъюнкцией двух высказываний P и Q называется выска-

зывание, истинное тогда и только тогда, когда истинны оба высказыва-

ния. Конъюнкция высказываний P и Q обозначается P Q, читается 

―P и Q‖.  

3. Дизъюнкцией высказываний P и Q называется высказывание, 

ложное тогда и только тогда, когда оба высказывания ложны. Дизъ-

юнкция высказываний P и Q обозначается P   Q, читается ―P или Q‖.  

4. Импликацией двух высказываний P и Q называется высказы-

вание, ложное тогда и только тогда, когда P истинно, а Q ложно. Им-

пликацией высказываний P и Q обозначается через P  Q и читается 

―Если P, то Q‖, ―из P следует Q‖. Высказывание  P называется  посыл-

кой импликации, высказывание Q - заключением.  

5. Неравнозначностью или разделительной дизъюнкцией вы-

сказываний P и Q называется высказывание, истинное тогда и только 

тогда, когда одно высказывание истинное а другое ложное. Неравно-

значность высказываний P и Q обозначается P  Q, читается ―либо P, 

либо Q‖.  

6. Эквиваленцией или равнозначностью двух высказываний  P 

и Q называется высказывание,  истинное тогда и только тогда, когда 
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истинностные значения P и Q совпадают. Эквиваленция высказываний 

обозначается P  Q и читается  ―P эквивалентно Q‖, ―P тогда и только 

тогда, когда Q‖.  

Функция «Отрицание» называется унитарной, т.к. ее аргумен-

том является лишь одна логическая переменная Р. Остальные функции 

называются бинарными, их аргументами являются две переменные P и 

Q, такие функции можно записать как ),( QPf . Так как аргументы 

этих функций могут принимать лишь два значения: 1 -«Истина» и 0– 

«Ложь», то все значения функции будут  

).1,1();0,1();1,0();0,0( ffff  

 Перечисление значений функции при всех комбинациях аргу-

ментов называется таблицей истинности этой функции.  

Таблицы истинности основных бинарных функций 

Операция  (функция) ),( QPf  Значение функции ),( QPf  при 

разных значениях аргументов 

Название Обозначение  P=0; 

 Q=0, 

P=0; 

Q=1, 

P=1; 

Q=0, 

P=1; 

Q=1. 

Конъюнкция QP   0 0 0 1 

Дизъюнкция QP  0 1 1 1 

Импликация QP   1 1 0 1 

Неравнозначность QP  0 1 1 0 

Эквиваленция QP   1 0 0 1 

 

6.2. Логические выражения. Таблицы истинности 

Логическим выражением (логической функцией) называется 

любое выражение, в которое входят логические переменные связанные 

логическими связками, обозначаемыми символами  , , (или ), 

, , , а также символьные скобки  ( ). Считается, что  приоритет 

применения логических связок возрастает в следующем порядке , , 

, , , . При необходимости изменить эту последовательность 

действий используют скобки. Примеры функций двух переменных: 

21 XX  , )B(A  , трех переменных: 1321 X)X)X((X  , 

C)B(A  , четырех переменных: 4321 X)X)X((X  .  

Исследовать свойства логических выражений позволяют таб-

лицы истинности, которые представляют собой перечисление всех 
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возможных комбинаций значений переменных с указанием значения 

функции для каждой комбинации. Рассмотрим примеры: 

ПРИМЕР 1. Построим таблицу истинности для формулы 

))X(X(X)X(X 12121  . 

 

1X

 

2X

 

21 XX   
12 XX 

 

)X(XX 121   )X(XX 121 

 ))X(X(X

)X(X

121

21




 

0 0 1 0 1 0 1 

0 1 1 0 1 0 1 

1 0 0 0 0 1 1 

1 1 1 1 1 0 1 

 

ПРИМЕР 2. Построим таблицу истинности для формулы 

1321 X)X)X((X  . 

Данная формула содержит три переменных 321 ,, XXX . Пере-

числим все возможные их значения и найдем значения подформул и 

самой формулы (последний столбец) при каждом их них:  

 

1X

 
2X

 
3X

 
2X

 

21 XX 

 
321 X)X(X 

 

1321 X)X)X((X 

 

0 0 0 1 0 1 0 

0 0 1 1 0 0 1 

0 1 0 0 0 1 0 

0 1 1 0 0 0 1 

1 0 0 1 1 0 1 

1 0 1 1 1 1 1 

1 1 0 0 0 1 1 

1 1 1 0 0 0 1 

 

 

Заметим, что при любых значениях переменных функция из 

примера 1 принимает значение истина. Такие формулы называются  

тавтологией или тождественно-истинными  формулами.  
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Введем еще некоторые определения. Функция  называется 

тождественно-ложной если при любых значениях переменных она 

принимает значение ложь. 

Функция называется выполнимой, если при некоторых значе-

ниях переменных, входящие в нее, она принимает значение истина. 

Функция называется опровержимой, если при некоторых зна-

чениях переменных, входящих в нее, функция принимает значение 

ложь. 

Формула  1321 X)X)X((X  , таблица истинности 

которой построена в примере 2, является выполнимой и опровержи-

мой, но не является тавтологией или тождественно-ложной. 

Таблицы истинности позволяют решать ряд прикладных задач. 

Рассмотрим пример. 

ПРИМЕР 3. Трое подозреваемых в преступлении Иванов, 

Петров и Сидоров дали следующие показания:  

Иванов сказал: «Если виновен Сидоров, то и Петров тоже ви-

новен». 

Петров сказал: «Виновен либо Иванов, либо Сидоров, но не 

оба». 

Сидоров сказал: «Я не виновен, а виновен Петров». 

Построить таблицу истинности каждого высказывания и по 

ней определить: 

а) Кто виновен, если все говорят правду? 

б) Кто виновен, если все лгут? 

в) Кто лжет, если все виновны? 

г) Кто лжет, если все невиновны? 

д) Кто виновен, если виновные лгут, а невиновные говорят 

правду? 

Введем простые высказывания: 

А={виновен Иванов}; 

В={виновен Петров}; 

С={виновен Сидоров}. 

Тогда показания Иванова будут иметь вид: BC  , показания 

Петрова: CA , показания Сидорова: BC  . Составляем таблицу ис-

тинности каждого высказывания: 
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А В С C  Показания 

Иванова: 

BC   

Показания 

Петрова: 

CA  

Показания Си-

дорова: BC   

0 0 0 1 1 0 0 

0 0 1 0 0 1 0 

0 1 0 1 1 0 1 

0 1 1 0 1 1 0 

1 0 0 1 1 1 0 

1 0 1 0 0 0 0 

1 1 0 1 1 1 1 

1 1 1 0 1 0 0 

По ней отвечаем на вопросы задачи. 

а) Если все говорят правду, то в показаниях (последние три 

столбца) должны быть три единицы. Такому условию соответствует 

предпоследняя строка, из которой по значениям в первых трех столб-

цах (1,1,0) делаем вывод, что Иванов и Петров виновны, а Сидоров нет. 

б) Если все лгут, то в показаниях должны быть три нуля. Та-

кому условию соответствует шестая строка, из которой по значениям в 

первых трех столбцах делаем вывод, что Иванов и Сидоров виновны, а 

Петров нет. 

в) Условию того, что все виновны, соответствует последняя 

строка, у которой в первых трех столбцах все единицы. По значениям 

показаний (последние три столбца) видно, что Иванов говорит правду, 

а Петров и Сидоров лгут. 

г) Условию того, что все невиновны, соответствует первая 

строка, у которой в первых трех столбцах все нули. По значениям по-

казаний видно, что Иванов говорит правду, а Петров и Сидоров лгут. 

д) Если виновные лгут, а невиновные говорят правду, то в ка-

ждой паре значений столбцов виновности (первые три) и показаний 

(последние три) для каждого подозреваемого должны стоять разные 

значения. Этому условию соответствует третья строка у которой зна-

чения первых трех столбцов (0,1,0), а последних трех (1,0,1). Это озна-

чает, что Иванов невиновен и говорит правду, Петров виновен и лжет, 

а Сидоров невиновен и говорит правду. 

ПРИМЕР 4. используя таблицы истинности, доказать спра-

ведливость тождества BAB)(А  . Строим таблицы ис-

тинности для левой и правой части тождества и из их совпадения 

(средний и последний столбец) делаем вывод, что тождество выполня-

ется. 
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A B BА  BА  А  B  BА  

0 0 0 1 1 1 1 

0 1 0 1 1 0 1 

1 0 0 1 0 1 1 

1 1 1 0 0 0 0 

 

 

6.3.  Эквивалентные преобразования логических выражений  

 

Пусть А и В - две функции, зависящие от одних и тех же пере-

менных. Они называются  равносильными, если при всех наборах зна-

чений переменных  принимают одинаковые значения (см. пример 4). 

Равносильность функций А и В обозначается BА  . Методы пре-

образований одних функций в другие равносильные им функции назы-

ваются эквивалентными преобразованиями.  

Для любых функций А, В, С справедливы следующие эквива-

лентные преобразования: 

1) ABА B                 (коммутативность конъюнкции); 

2) ААА                           (идемпотентность конъюнкции ); 

3) CB)(AC)(BА   (ассоциативность конъюнкции);  

4) ABА B            (коммутативность дизъюнкции); 

5) AАА                    (идемпотентность дизъюнкции); 

6) CB)(AC)(BА      (ассоциативность дизъюнкции); 

7) C)(AB)(AC)(BА       (дистрибутивность 

дизъюнкции относительно конъюнкции); 

8) C)(AB)(AC)(BА     (дистрибутивность 

конъюнкции относительно дизъюнкции); 

9) AB)(AА                 (первый закон поглощения ); 

10) AB)(АА               (второй закон поглощения); 

11) AA                                  (снятие двойного отрицания); 

12) BAB)(А                 (первый закон де Моргана); 

13) BAB)(А             (второй закон де Моргана); 

14) )B(AB)(АА        (первая формула расщепления); 

15) )B(AB)(АА        (вторая формула расщепления); 
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16) )BA(B)(АA)(BB)(АBА  ;   

17) )B(B)А()BА(BА  A  

18) )B(АBАBА  ; 

19) )BА(BАBА  ; 

20) )BА()B(АBА  ; 

21) A)B(BА  ; 

22) A)B(BА  ; 

 

Справедливо следующее утверждение.  Для каждой логиче-

ской формулы можно указать равносильную ей формулу, содержащую 

только операции конъюнкции, дизъюнкции и инверсии  ,, .  

Формулы, записанные только с помощью операций  ,,  

называются булевыми. Методы эквивалентных преобразований буле-

вых формул образуют булеву алгебру. Для приведения функции к буле-

вому виду необходимо заменить операции равнозначности,  эквива-

ленции и импликации на конъюнкцию, дизъюнкцию и инверсию с по-

мощью преобразований (16), (17), (18). 

Например, формулу )X(X)XX 1321 (  можно преобра-

зовать к булевому виду следующим образом: 

 )X(X)XX()X(X)X(X 13211321

))(X)XX(())X(X)XX(( 13211321 X . 

 

6.4.  Нормальные виды формул 

 

Определим теперь некоторые канонические виды формул. 

Формула называется элементарной конъюнкцией, если она является 

конъюнкцией входящих в нее переменных и их отрицаний. Например, 

формулы ;X1  ,X2  ,XX 21   321 XXX   есть элементарные 

конъюнкции. 

Формула находится в дизъюнктивной нормальной форме 

(ДНФ), если она является дизъюнкцией, возможно одночленной,  эле-

ментарных конъюнкций. Формулы 
1X , ,X2

 132 X)X(X  ,  

32 XX  , )XX()X(X 4132   находятся в дизъюнктивной нор-

мальной форме. 
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Справедливо следующее утверждение. Для любой формулы А 

можно найти такую формулу В находящуюся в ДНФ, что BА  . Для 

приведения  ПФ к ДНФ рекомендуется: исключить операции 

  c помощью эквивалентных преобразований (16) (17) и (18); 

и затем снять отрицания, стоящие над группами переменных с помо-

щью законов де Моргана (12) и (13), раскрыть скобки с помощью (7) и 

(8), упростить полученные выражения с помощью (9), (10), (11), (21), 

(22). 

           ПРИМЕР 5. Привести к ДНФ формулу )XX()X(X 3221  .  

Решение.  Применяя преобразование (17), получаем: 

).XX(XX

)XX()XX()XX()X(X)XX()X(X

3221

322132213221





 Таким образом, исходная формула приведена к ДНФ. Заметим, 

что полученная ДНФ не является единственной и, используя закон по-

глощения, ее можно упростить: 

3213221 XXX)XX(XX  . 

Формулу называют элементарной дизъюнкцией, если она явля-

ется дизъюнкцией переменных и их отрицаний. Например, элементар-

ными дизъюнкциями являются формулы  1X ,  2X , 21 XX  , 

321 XXX  . 

Формула находится в конъюнктивной нормальной форме 

(КНФ), если она является конъюнкцией, возможно, одночленной, эле-

ментарных дизъюнкций. Формулы 1X ,  2X , 21 XX  , 321 X)X(X    

находятся в КНФ. 

ПРИМЕР 6. Привести к КНФ формулу )X(XX(X 1221  . 

Решение. Используя законы де Моргана (12) и (13), получаем: 

 )XX()XX()X(X)X(X)X(X)X(X 122112211221  

)X(X)XX()X(X)XX()X)XX(()X)XX(( 12112221121221   

Последняя формула находится в КНФ, но ее можно упростить, 

используя преобразование  (21): 

)X(X)XX()X(X)XX()X(X)XX( 122112112221   

Отсюда следует, что для любой логической функции существует 

множество равносильных между собой КНФ. 

Преобразование выражений к ДНФ позволяет упрощать слож-

ные логические высказывания, раскрывать их смысл, доказывать ис-

тинность.  
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ПРИМЕР 7. Выяснить, кто из четверых виновен на основе ин-

формации «Петров виновен, только если виновен Кулагин. Неверно, 

что виновность Родионова влечет виновность Сидорова и неверно, 

что Кулагин виновен, а Сидоров нет». 

Решение. Обозначим через высказывания p, q, r, s – винов-

ность Петрова, Кулагина, Родионова и Сидоров соответственно. 

Тогда приведенное высказывание можно записать формулой 

)()()( sqsrpq  . Упростим данное выражение, приведя его к 

ДНФ. Сначала перейдем к булевой форме записи, применив формулу 

(18): )()()()()()( sqsrpqsqsrpq  . Применяем 

законы де Моргана (12) и (13) и снимаем двойные отрицания (11): 

).()()()()()()()()( sqsrpqsqsrpqsqsrpq 

Далее раскрываем скобки, используем свойства (2) и (5), затем учиты-

вая (21) и (22), упрощаем:  

).()()()(

)()()()(

)())()(()()()(

qsrpsrqqsrpqsrq

ssrpssrqqsrpqsrq

sqsrpsrqsqsrpq







 

Используя (3) и (10), окончательно получаем: 

srqpsrqsrqqsrpsrq  ))(()()()( . 

Отсюда делаем вывод, что Кулагин не виновен, Родионов ви-

новен, Сидоров не виновен, а Петров – неизвестно (информации не 

хватает для заключения о его виновности или невиновности). 

6.5. Понятие предиката, кванторы 

Логика предикатов – логическая система, представляющая раз-

витие алгебры высказываний. В логике предикатов, наряду с высказы-

ваниями, рассматриваются высказывательные функции или предикаты. 

Предикатом от n переменных называется выражение P(x1,…,xn), 

которое становится высказыванием при подстановке в него вместо пе-

ременных x1,…,xn их значений из множеств (M1,…,Mn) соответственно. 

Элементы множеств (M1,…,Mn) называются предметами, а пере-

менные.x1,…,xn – предметными переменными. Предметные перемен-

ные обозначаются малыми буквами конца латинского алфавита (эти 

буквы иногда снабжаются индексами): 

   x, y, z, … x1, x2, x3. 

Рассмотрим ПРИМЕРЫ: 

1) Выражение ―x – простое число‖ не является высказыванием, но 

грамматически имеет форму высказывания. Из этого выражения можно 



 60 

получить высказывание, например, заменив x на число 1. В результате 

замены получается истинное высказывание. При замене x на число 6 

получается ложное высказывание. Таким образом ―x – простое число‖ 

можно рассматривать как функцию P(x), зависящую от переменной x. 

Область определения P(x) – множество чисел. То есть P(x) является 

предикатом. 

2) Выражение ―x больше y‖ можно рассматривать как предикат, 

т.е. функцию Q(x,y), зависящую от x и y. Эта функция становится вы-

сказыванием после замены x и y на их значения. 

К предикатам можно применить операции алгебры высказыва-

ний (конъюнкцию, дизъюнкцию, импликацию, эквивалентность, отри-

цание) и получить новые предикаты. 

Если к предикатам ―x=y‖ и ―x<y‖, обозначенным A(x,y) и B(x,y) 

соответственно, применить операцию конъюнкции, то получается но-

вый предикат - A(x,y)  B(x,y) 

Таким образом, заменяя предметные переменные в предикатах 

их значениями из некоторого множества предметов, действительно 

получаем высказывания истинные или ложные. 

Помимо операций алгебры высказываний, в логике предикатов 

есть две собственные операции, которые связаны непосредственно с 

природой самих предикатов. 

Пусть дан предикат P(x), зависящий от одной переменной x оп-

ределенной на множестве M. 

1) Выражение x P(x) означает высказывание истинное только 

в том случае, когда предикат P(x) истинен для всех предметов из поля 

M. Символ  называется квантором общности. Выражение x P(x) 

читается так: «для всякого x P(x)». 

2) Выражение x P(x) означает высказывание истинное  только 

в том случае, когда предикат P(x) истинен хотя бы для одного предмета 

из поля M. Данное выражение читается: «существует x такой, что 

P(x)». Символ  называется квантором существования. 

Рассмотрим примеры применения операции квантирования к 

предикатам.  

ПРИМЕР 8. Пусть даны предикаты, предметные переменные ко-

торых заданы над множестве натуральных чисел: 

1) x
2
 = x∙x, тогда x(x

2
=x∙x) – истинное высказывание; 

2) x+2=7, тогда x(x+2=7) – ложное высказывание; 

3) x(x+2=7) – истинное высказывание; 

     4) x+2=x, тогда x(x+2=x) – ложное высказывание. 
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ПРИМЕР 9. Написать все варианты применения кванторов к 

предикату: }1{),(  yxyxP , где х и у – целые числа от 1 до 10. Оп-

ределить истинность полученных высказываний. 

Решение. Варианты применения кванторов следующие: 

),( yxyPx  читается как «Для любого х и любого у справедли-

во 1 yx ». Это высказывание ложное, например, оно не выполняет-

ся при х=1, у=5. 

),( yxyPx  читается как «Существует такой х, что для лю-

бого у справедливо 1 yx ». Это высказывание истинное, например, 

оно выполняется при х=10 и любом у. 

),( yxxPy  читается как «Существует такой у, что для лю-

бого х справедливо 1 yx ». Это высказывание истинное, например, 

оно выполняется при у=1 и любом х. 

),( yxyPx  читается как «Для любого х, существует такой у, 

что справедливо 1 yx ». Это высказывание истинное, например, 

оно выполняется при любом х  и у=1. 

),( yxxPy  читается как «Для любого у, существует такой х, 

что справедливо 1 yx ». Это высказывание истинное, например, 

оно выполняется при любом у  и х=10. 

),( yxyPx  читается как «Существует х и существует у та-

кие, что справедливо 1 yx ». Это высказывание истинное, напри-

мер, оно выполняется при х=6, у=5. 

 

Задания для самостоятельного решения 

Задание № 1. Записать логической формулой.  

а) «Подозреваемый живет в г. Воронеже или в г.Ростове. Если он 

предприниматель, то живет в Воронеже. Если он не живет в Ростове, то 

не мог совершить преступления. Известно, что подозреваемый пред-

приниматель, следовательно, он не виновен». 

б)   «Если завтра будет хорошая погода, то я буду кататься на 

коньках или я пойду на лыжах. Если я пойду на лыжах, то лучше по-

ехать за город, а если буду кататься на коньках, то останусь в городе. 

Мне не хочется завтра в выходной день оставаться в городе. Следова-

тельно, если завтра будет хорошая погода, то я пойду на лыжах». 

в)  «Если губернатор не имеет соответствующего авторитета 

или если он не желает принимать на себя ответственность, то порядок 

не будет восстановлен и волнения не прекратятся до тех пор, пока уча-
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стникам волнений это не надоест, и власти не начнут примирительные 

действия. Следовательно, если губернатор не желает взять на себя от-

ветственность и участникам волнений это не надоест, то волнения не 

прекратятся».  

г) «Преступление совершено в Кустанае. Поэтому если Пет-

ров совершил это преступление, то он во время совершения преступ-

ления находился в Кустанае. Но Петрова в это время в Кустанае не 

было. Значит, Петров не совершал этого преступления». 

д) «Намеченная атака удастся, если захватить противника 

врасплох или его позиции плохо защищены. Захватить противника 

врасплох можно только, если он беспечен. Он не будет беспечен, если 

его позиции плохо защищены. Следовательно, намеченная атака не 

удастся». 

Задание № 2. Построить для логических функций таблицы ис-

тинности. 

a) ;X)X)X((X 1321   

б) );X(X)XX( 1321   

в) ;X)X(X 321   

г) ;X)X)X((X 1321   

д) .)X(X)XX( 3221   

 

Задание № 3. Являются ли формулы тавтологией ? Выполни-

мыми опровержениями ? Тождественно - ложными ? 

а) );X)X((X)X(X 12121   

б) ));X(X)XX(()X(X 212121   

в) )).X(X)X((X)X)X((X 3121321   

 

Задание № 4. Доказать тождества с помощью таблицы истинно-

сти: 

а) ;XX)XX(X 21211   

б) );X(X)(X)X(X)X(XX 213123211  X  

в) ;XX)X(X 2121   

г) .XXX 111   
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Задание № 5 

а)  А, В и С дали на суде показания: 

А: В и С либо оба виновны, либо оба нет. 

В: Если С виновен, то и А виновен. 

С: Я не виновен, а виновен В. 

Определить кто виновен, если все говорят правду, и кто врет, ес-

ли все невиновны, кто виновен, если виновные лгут, а невиновные го-

ворят правду. 

 

б) А, В и С дали на суде показания: 

А: Если С невиновен, то В виновен. 

В: Виновны либо А либо С. 

С: Я не виновен, а виновен А. 

Определить кто виновен, если все говорят правду, и кто врет, ес-

ли все невиновны, кто виновен, если виновные лгут, а невиновные го-

ворят правду. 

 

в) А, В и С дали на суде показания: 

А: Если С виновен, то и В виновен. 

В: Виновны А но не  С. 

С: Я не виновен, а виновен А. 

Определить кто виновен, если все говорят правду, и кто врет, ес-

ли все невиновны, кто виновен, если виновные лгут, а невиновные го-

ворят правду. 

г) Задача Кислера. Обвиняемые в подделке налоговых доку-

ментов Браун, Джонс и Смит дают под присягой такие показания. 

Браун: Джонс виновен, а Смит не виновен. 

Джонс: Если Браун виновен, то виновен и Смит. 

Смит: Я не виновен, но хотя бы один из них двоих виновен.  

Определить: Если все виновны, то кто лжесвидетельствует? 

Если все сказали правду, то кто виновен? Если невинный говорит 

правду, а виновный лжет, то кто виновен, а кто невиновен? 

 

Задание № 6. Привести формулу к ДНФ, к КНФ. 

            а) 321

____________

331

_____

21321 ),,( xxxxxxxxxxxf   

           б) 
____________

32131321 )(),,( xxxxxxxxf   

        в) 

____________

321

____________

2311

_____

23321 ),,( xxxxxxxxxxxxf   
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г) )()()(),,(
__________________

yxzzxyxzyxf   

д) )()())(((),,,( CBDDABCBADCBAf   

 Задание № 7. Рассмотреть все варианты применения кванто-

ров на предикат ),( yxP , где х и у целые числа от 1 до 10. Определить 

истинность полученных высказываний.  

а) ),( yxP ={ х  превосходит у } 

б) ),( yxP ={ х  не меньше у } 

в) ),( yxP ={ х  и у делятся на 3} 

г) ),( yxP ={ х  и у четные числа } 

д) ),( yxP ={ х  не равно у } 

е) ),( yxP ={ х  четное, а у нечетное } 

ж) ),( yxP ={ х  имеет общий делитель с у } 

 

7. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ГРАФОВ 

 

7.1. Основные понятия теории графов 

 

Известно, что множество различных структур в юриспруден-

ции, социальной сфере, теории управления и других науках можно 

изобразить с помощью абстрактных графических структур, какими, 

например, являются графики, диаграммы или схемы. Графическое пре-

ставление некоторой системы или явления, отображающее структуру 

связей между ее элементами, называется графом. Математиками были 

разработаны методы исследования свойств и характеристик таких 

структур, которые получили название Теории графов.  

Графом  G=(X,U) будем называть совокупность двух конечных 

множеств: множества вершин }x,...,{xX n1  и множества ребер (дуг) 

}u,...,{uU m1 , состоящего из некоторых пар элементов )x,(x ji  мно-

жества X. Геометрически граф может быть представлен в виде рисун-

ка, в котором вершинам соответствуют точки, а ребрам - линии, соеди-

няющие некоторые из этих точек. Граф  называется помеченным, если 

его вершинам приписаны некоторые метки, например, номера. 

Если пары вершин )x,(x ji  в множестве  U являются неупоря-

доченными (т.е., порядок соединения вершин несущественен), то граф 

называется неориентированным (неографом), а пары )x,(x ji  - ребрами 
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этого графа. При этом вершины ji x,x   называют концами (концевыми 

вершинами) ребра.   В  данном случае также говорят, что ребро )x,(x ji  

соединяет вершины  ix  и jx . Если пары вершин )x,(x ji  в множестве 

U являются упорядоченными (т.е., порядок соединения вершин суще-

ственен), то граф называется ориентированным (орграфом), а пары 

)x,(x ji  - дугами. Дуги орграфа, в отличие от ребер неографа, будем 

обозначать ji x,x<  . При этом ix  - начало (начальная вершина) ду-

ги, jx  - конец (конечная вершина) дуги. Говорят также, что дуга 

ji x,x<  исходит из вершины  ix  и заходит в вершину  jx . Заметим, 

что ji x,x<  и >x,x< ij   -  это различные дуги в графе. При изобра-

жении орграфа дуги обозначают стрелками, указывающими их ориен-

тацию (направление). Графы, в которых имеются и неориентированные 

ребра, и дуги, называются смешанными. Заметим, что любой неориен-

тированный граф может быть представлен в виде орграфа путем заме-

ны каждого его ребра двумя противоположно направленными дугами.  

ПРИМЕР 1. 

 
 

Пара вершин ji x,x   может соединяться двумя или более реб-

рами (дугами одного направления). Такие ребра (дуги) называют 

кратными. Количество одинаковых ребер )x,(x ji  (или дуг >x,x< ji ) 

называется кратностью соответствующего ребра (дуги). Петлей на-

зывается дуга (ребро), с совпадающими начальной и конечной верши-

нами. 

Граф с петлями и кратными ребрами (дугами) называется 

псевдографом. Граф с кратными ребрами (дугами) и без петель назы-

вается мультиграфом. Граф, не содержащий петель и кратных ребер, 

называется простым графом.  

2 
1 

4 3 

Неорграф, 

(2,4) - ребро 

2 
1 

4 3 

2 
1 

4 3 

Смешанный 

граф 
Орграф, 

<2,4> - дуга 



 66 

ПРИМЕР 2. 

 
Два графа G и 'G называются изоморфными, если они имеют 

одни и те же множества вершин }x,...,{xX n1  и множества ребер 

(дуг) }u,...,{uU m1 , но изображены по разному. 

Граф называется плоским или планарным, если для него можно 

найти такой изоморфный граф, ребра которого не пересекаются. Левый 

граф из примера 3 планарный, так, как его можно изоморфно изобра-

зить без пересечения ребер (правый граф).  

ПРИМЕР 3. 

 
Две вершины графа ix  и jx  называются смежными, если су-

ществует соединяющее их ребро (дуга). Два ребра (дуги) смежны, если 

они имеют общую вершину. Если ребро (дуга) ku  соединяет вершины  

ix  и jx  то говорят, что  ребро  (дуга) инцидентно вершинам ix  и jx , а 

вершины ix  и jx  инцидентны ребру (дуге) ku . Граф )U(X,G    на-

зывается дополнением простого графа G=(X,U), если множества вер-

шин G и G  совпадают, а две вершины смежные в G  тогда и только 

тогда, когда они не смежные в G.  

 

 

 

2 
1 
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Изоморфные графы 
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(2,4) – кратные ребра 
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ПРИМЕР 4. 

 
Число дуг, исходящих из вершины ix  ориентированного графа 

называется полустепенью исхода вершины ix  и обозначается )(x i
- . 

Число дуг, заходящих в вершину ix , называется полустепенью захода 

вершины ix  и  обозначается )(x i
+ . В случае ориентированного псев-

дографа вклад каждой петли, инцидентной некоторой вершине ix   ра-

вен 1 как в )(x i
- , так и в )(x i

+ . 

В неориентированном графе число ребер, инцидентных данной 

вершине ix , называется степенью (валентностью) вершины ix  и обо-

значается )(x i . Вершина графа, имеющая степень 0, называется изо-

лированной, а вершина , имеющая степень 1 - висячей. Для неориенти-

рованного псевдографа вклад каждой петли, инцидентной вершине ix , 

в )(x i  равен 2. Число вершин нечетной степени в любом графе четно. 

Для неографа G из примера 3: (1) =2; (2) =4; (3) =1; (4) =3; 

(5) =2.  

 

7.2. Маршруты, цепи, циклы на графах 

 

Последовательность ребер неорграфа )x,(x ...,  ),x,(x r1-r21 , в 

которой конец каждого предыдущего ребра совпадает с началом сле-

дующего, называется маршрутом, соединяющим вершины r1  xи x . 

Маршрут можно задавать перечислением вершин, в него входящих: 

r1-r21 x-x-...  -x-x . Аналогом маршрута для орграфа является ориен-

тированный маршрут из  r1  xв x   представляющий собой последова-

тельность дуг, в которой конец предыдущей дуги совпадает с началом 

следующей. При этом  r1  xи x  называются начальной и конечной вер-

2 
1 

5 3 

Граф  G                                  Дополнение G  

4 

2 
1 

5 3 

4 
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шинами маршрута. Если любые две вершины графа соединены мар-

шрутом, то граф называется связным. 

Маршрут является замкнутым, если начальная вершина сов-

падает с конечной, и незамкнутым в противном случае. Незамкнутый 

маршрут, в котором все ребра различны, называют цепью. Незамкну-

тый ориентированный маршрут, содержащий попарно различные дуги 

называется путем. Цепь (путь), в которой (в котором) все вершины 

попарно различны, называется простой (простым). Замкнутая цепь 

называется циклом, замкнутая простая цепь - простым циклом. Замк-

нутый путь называется контуром, замкнутый простой путь - простым 

контуром. Граф, не содержащий циклов, называют ациклическим.  

Цикл (цепь) в графе G называется гамильтоновым (гамильто-

новой), если он (она) проходит через каждую вершину графа ровно 

один раз. Граф G называется гамильтоновым, если он содержит га-

мильтонов цикл. 

 

ПРИМЕР 5. Рассмотрим неориентированный граф: 

 
 

Граф связный, так как можно найти маршрут между любыми 

двумя вершинами. Примером маршрута будет: 1-5-4-5-2-3-6. Замкну-

тый маршрут: 2-6-3-8-3-2. Пример цепи: 4-5-2-6-3-2-1. Простая цепь: 1-

5-8-7-3. Цикл: 5-7-8-3-2-5. Данный граф является гамильтоновым, т.к. 

он содержит гамильтонову цепь 4-5-1-2-6-3-8-7, проходящую по одно-

му разу через каждую вершину графа.    

Связный ациклический граф, имеющий не менее двух вершин, 

называется деревом. Любое дерево на n вершинах содержит n-1 ребер и 

имеет по крайней мере две висячие вершины. Любые две вершины де-

рева связаны единственной простой цепью. Ориентированным деревом 

называется орграф без циклов, в котором имеется вершина x0, из кото-

рой существует только один ориентированный путь в любую другую 

вершину.  

 

 

 

 

 

2 1 

4 6 
5 

7 

3 
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ПРИМЕР 6. Дерево: 

 
 

Цикл (цепь) в графе G называется эйлеровым (эйлеровой), если 

он (она) проходит по одному разу через каждое ребро этого графа. Ес-

ли в графе существует эйлеров цикл, то его можно нарисовать, не от-

рывая карандаша от бумаги и не повторяя линий. Связный граф назы-

вается эйлеровым, если он содержит эйлеров цикл, и полуэйлеровым, 

если в нем существует незамкнутая эйлерова цепь. Согласно теореме 

Эйлера,  связный граф является эйлеровым, тогда и только тогда, когда 

степени всех его вершин четны. Если число вершин нечетной степени 

в связном графе равно 2, то данный граф содержит эйлерову цепь. При 

этом вершины нечетной степени являются начальной и конечной вер-

шинами цепи.  

Наиболее распространенным алгоритмом построения эйлерова 

цикла является алгоритм Флери.  Согласно этому алгоритму, необхо-

димо начинать построение цикла с некоторой произвольной  вершины 

графа и каждый раз вычеркивать пройденное ребро. При выборе не-

скольких возможных вариантов выбирают тот, из которого можно вер-

нуться в данную вершину. По ребру, в результате вычеркивания кото-

рого отсекается часть графа, необходимо проходить только в том слу-

чае, когда нет других возможностей.  

ПРИМЕР 7. Граф из примера 5 имеет следующие степени 

вершин (указаны в скобках рядом с номером вершины): 

 
Видно, что имеются две вершины с нечетной степенью. Следо-

вательно граф имеет эйлерову цепь, начинающуюся и заканчиваю-

щуюся в вершинах 4 и 3.  

Эта цепь, например, есть: 4-5-1-2-5-7-8-3-6-2-3. 

 

 

 

 

2(4) 1(2) 

4(1) 6(2) 
5(4) 

7(2) 

3(3) 

8(2) 
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7.3. Матричный способ задания графов 

 

Кроме задания графа в виде графического изображения ис-

пользуются иные способы определения неориентированных графов. 

Наиболее часто используются методы задания графов через матрицы.  

Матрицей в математике называется прямоугольная таблица с 

числами. Числа aij стоящие на пересечении i-й строки и j-го столбца, 

называются элементами матрицы. Номера i и j называются индексами 

элемента. Если число строк матрицы равно числу столбцов и равно n, 

то матрица называется квадратной порядка n. Элементы матрицы, у 

которых номер столбца равен номеру строки ji  , называются диаго-

нальными.  

Матрицей смежности неориентированного графа G=(X,U) с n 

вершинами называется квадратная матрица А порядка n, элементы ко-

торой определяются следующим образом: 






.,0

;,1

случаепротивномв

ребромсоедененыxuxвершиныесли
a

ji

ij  

Для ориентированного графа: 






.,0

;,1

случаепротивномв

дугаидетxвxизесли
a

ji

ij  

В псевдографе  kaij  , где k - кратность ребра )x,(x ji  (дуги 

>x,x< ji ). Петлям в матрице смежности соответствуют диагональные 

элементы с равными индексами, расположенные на главной диагонали. 

Сумма элементов матрицы А неориентированного графа G по i - ой 

строке (или по i - му столбцу) равна степени вершины )(x i . Для орг-

рафа сумма элементов матрицы А по i - й строке равна )(x i
- , по i - му 

столбцу )(x i
+ . Очевидно, что матрица смежности неографа является 

симметричной относительно главной диагонали.  

 

 

ПРИМЕР 8. Для графа, изображенного на рисунке, матрица 

смежности имеет вид: 
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Матрицей инцидентности  неориентированного графа 

G=(X,U) с n вершинами и m ребрами называется матрица В размера 

mn , элементы которой определяются следующим образом: 






случаеожномпротивополв

uдугеинцидентнахвершинаесли
b

ii
ij

,0

;,1
 

Для ориентированного графа: 




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uдугивершинаначальнаяxвершинаесли

b  

Для графа на рисунке из примера 8, матрица инцидентности 

имеет вид: 
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Задания для самостоятельного решения 

Задание № 1 

 Дана матрица смежности неориентированного графа.  

а) Изобразить граф и его дополнение. 

б) Проверить, является ли граф планарным. 

в) Найти, если имеются, гамильтоновы путь и цикл. 

г) Найти, если имеются, эйлеровы путь и цикл.  

х1 
х2 

   х3 

х4 х5 

х6 
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д) Построить матрицу инцидентности графа. 
В

ар
и

ан
т 

№
 1

 

0 1 1 0 0 0 1 

1 0 1 1 1 0 1 

1 1 0 1 0 0 1 

0 1 1 0 0 1 0 

0 1 0 0 0 1 0 

0 0 0 1 1 0 0 

1 1 1 0 0 0 0 
 

В
ар

и
ан

т 
№

 2
 

0 1 0 0 0 0 1 

1 0 0 0 1 1 1 

0 0 0 0 0 1 0 

0 0 0 0 1 1 1 

0 1 0 1 0 0 1 

0 1 1 1 0 0 1 

1 1 0 1 1 1 0 
 

В
ар

и
ан

т 
№

 3
 

0 0 1 1 1 1 1 

0 0 0 1 1 0 0 

1 0 0 1 1 1 0 

1 1 1 0 1 1 0 

1 1 1 1 0 1 1 

1 0 1 1 1 0 0 

1 0 0 0 1 0 0 
 

      

В
ар

и
ан

т 
№

 4
 

0 0 1 1 1 1 0 

0 0 1 0 0 1 1 

1 1 0 0 1 1 1 

1 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 0 0 1 1 

1 1 1 0 1 0 0 

0 1 1 0 1 0 0 
 

В
ар

и
ан

т 
№

 5
 

0 1 1 1 1 0 1 

1 0 1 0 0 1 0 

1 1 0 1 1 0 1 

1 0 1 0 0 1 1 

1 0 1 0 0 1 1 

0 1 0 1 1 0 0 

1 0 1 1 1 0 0 
 

В
ар

и
ан

т 
№

 6
 

0 0 0 0 1 0 1 

0 0 1 0 1 1 1 

0 1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 1 1 

1 1 0 1 0 0 1 

0 1 0 1 0 0 1 

1 1 0 1 1 1 0 
 

      

В
ар

и
ан

т 
№

 7
 

0 1 1 1 0 0 1 

1 0 0 0 1 1 0 

1 0 0 0 1 1 0 

1 0 0 0 1 0 1 

0 1 1 1 0 0 0 

0 1 1 0 0 0 0 

1 0 0 1 0 0 0 
 

В
ар

и
ан

т 
№

 8
 

0 1 0 1 0 1 0 

1 0 0 1 1 0 1 

0 0 0 1 1 1 0 

1 1 1 0 1 0 1 

0 1 1 1 0 1 0 

1 0 1 0 1 0 0 

0 1 0 1 0 0 0 
 

В
ар

и
ан

т 
№

 9
 

0 1 0 1 1 0 1 

1 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 1 

1 1 0 0 1 1 1 

1 0 1 1 0 1 0 

0 0 0 1 1 0 1 

1 0 1 1 0 1 0 
 

      

В
ар

и
ан

т 
№

 1
0

 0 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 0 

1 0 0 0 1 0 1 

0 0 0 0 1 1 0 

0 0 1 1 0 1 0 

0 1 0 1 1 0 1 

0 0 1 0 0 1 0 
 

В
ар

и
ан

т 
№

 1
1

 0 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 1 1 0 1 

0 0 0 1 0 0 0 

1 1 1 0 1 1 0 

0 1 0 1 0 0 1 

0 0 0 1 0 0 1 

0 1 0 0 1 1 0 
 

В
ар

и
ан

т 
№

 1
2

 0 0 1 0 0 1 0 

0 0 0 1 0 0 1 

1 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 1 0 1 

0 0 0 1 0 1 1 

1 0 0 0 1 0 1 

0 1 0 1 1 1 0 
 

      

В
ар

и
ан

т 
№

 1
3

 0 1 1 1 0 1 0 

1 0 1 0 0 0 0 

1 1 0 1 0 0 0 

1 0 1 0 0 1 0 

0 0 0 0 0 0 1 

1 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 
 

В
ар

и
ан

т 
№

 1
4

 0 1 0 1 0 1 1 

1 0 0 0 0 0 1 

0 0 0 1 0 1 0 

1 0 1 0 1 1 0 

0 0 0 1 0 0 1 

1 0 1 1 0 0 0 

1 1 0 0 1 0 0 
 

В
ар

и
ан

т 
№

 1
5

 0 0 0 0 1 0 1 

0 0 1 0 1 1 1 

0 1 0 1 0 1 1 

0 0 1 0 1 0 1 

1 1 0 1 0 1 1 

0 1 1 0 1 0 1 

1 1 1 1 1 1 0 
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Задание № 2 

Дана матрица смежности ориентированного графа.  

а) Изобразить граф.  

б) Построить матрицу инцидентности графа.  

в) Найти, если имеются, цепь и цикл.   

г) Найти, если имеются, гамильтонову цепь и гамильтонов цикл.   

Вариант № 1 Вариант № 2 Вариант № 3 Вариант № 4 Вариант № 5 

0 1 1 0 0 

1 0 1 0 0 

1 1 0 0 1 

1 1 0 0 1 

1 1 0 1 0 
 

0 1 0 1 1 

0 0 0 0 1 

1 0 0 1 0 

1 1 1 0 0 

0 0 1 1 0 
 

0 1 0 0 1 

0 0 0 0 1 

1 1 0 0 1 

1 0 0 0 1 

0 0 1 0 0 
 

0 1 0 0 0 

1 0 0 1 1 

1 0 0 0 0 

1 1 1 0 0 

1 1 1 1 0 
 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 

0 1 1 0 1 

1 1 0 1 0 
 

Вариант № 6 Вариант № 7 Вариант № 8 Вариант № 9 Вариант № 10 

0 0 0 0 1 

0 0 0 0 1 

0 1 0 1 0 

1 1 1 0 1 

0 1 0 1 0 
 

0 1 1 1 0 

0 0 1 1 1 

1 0 0 0 1 

1 0 0 0 0 

1 0 1 0 0 
 

0 0 0 0 1 

1 0 1 1 0 

0 0 0 0 1 

0 1 1 0 1 

0 1 1 0 0 
 

0 1 1 1 0 

0 0 0 0 0 

1 0 0 1 0 

0 1 0 0 0 

0 0 0 1 0 
 

0 1 1 0 1 

0 0 0 0 0 

0 1 0 1 1 

1 1 1 0 1 

0 0 1 0 0 
 

Вариант № 11 Вариант № 12 Вариант № 13 Вариант № 14 Вариант № 15 

0 0 1 1 0 

1 0 1 1 0 

1 1 0 0 0 

0 1 1 0 1 

0 0 0 0 0 
 

0 0 0 1 1 

1 0 0 1 1 

1 0 0 0 1 

0 0 1 0 1 

1 0 1 1 0 
 

0 1 0 1 0 

0 0 0 1 1 

0 1 0 0 1 

0 1 0 0 1 

1 0 1 0 0 
 

0 1 0 1 1 

0 0 0 1 0 

0 1 0 0 0 

0 1 1 0 0 

1 1 0 0 0 
 

0 1 0 0 1 

0 0 0 0 0 

0 1 0 0 1 

0 0 0 0 1 

1 1 0 0 0 
 

 

8. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ АЛГОРИТМОВ 

8.1. Алгоритм и его свойства 

Слово «Алгоритм» происходит от algorithmi - латинского напи-

сания имени аль-Хорезми, под которым в средневековой Европе знали 

величайшего математика из Хорезма (город в современном Узбекиста-

не) Мухаммеда бен Мусу, жившего в 783-850 гг. В своей книге «Об 

индийском счете» он сформулировал правила записи натуральных чи-

сел с помощью арабских цифр и правила действий над ними столби-

ком. В дальнейшем алгоритмом стали называть точное предписание, 

определяющее последовательность действий, обеспечивающую полу-

чение требуемого результата из исходных данных. Алгоритм может 

быть предназначен для выполнения его человеком или автоматическим 

устройством. Создание алгоритма, пусть даже самого простого, - про-
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цесс творческий. Он доступен исключительно живым существам, а 

долгое время считалось, что только человеку. Другое дело - реализация 

уже имеющегося алгоритма. Ее можно поручить субъекту или объекту, 

который не обязан вникать в существо дела, а возможно, и не способен 

его понять. Такой субъект или объект принято называть формальным 

исполнителем. Примером формального исполнителя может служить 

стиральная машина-автомат, которая неукоснительно исполняет пред-

писанные ей действия, даже если вы забыли положить в нее порошок. 

Человек тоже может выступать в роли формального исполнителя, но в 

первую очередь формальными исполнителями являются различные 

автоматические устройства, и компьютер в том числе. Каждый алго-

ритм создается в расчете на вполне конкретного исполнителя. Те дей-

ствия, которые может совершать исполнитель, называются его допус-

тимыми действиями. Совокупность допустимых действий образует 

систему команд исполнителя. Алгоритм должен содержать только те 

действия, которые допустимы для данного исполнителя.  

Данное выше определение алгоритма нельзя считать строгим - 

не вполне ясно, что такое «точное предписание» или «последователь-

ность действий, обеспечивающая получение требуемого результата». 

Поэтому обычно формулируют несколько общих свойств алгоритмов, 

позволяющих отличать алгоритмы от других инструкций. 

Такими свойствами являются:  

Дискретность (прерывность, раздельность) - алгоритм должен 

представлять процесс решения задачи как последовательное выполне-

ние простых (или ранее определенных) шагов. Каждое действие, пре-

дусмотренное алгоритмом, исполняется только после того, как закон-

чилось исполнение предыдущего.  

Определенность - каждое правило алгоритма должно быть чет-

ким, однозначным и не оставлять места для произвола. Благодаря это-

му свойству выполнение алгоритма носит механический характер и не 

требует никаких дополнительных указаний или сведений о решаемой 

задаче.  

Результативность (конечность) - алгоритм должен приводить 

к решению задачи за конечное число шагов.  

Массовость - алгоритм решения задачи разрабатывается в об-

щем виде, то есть, он должен быть применим для некоторого класса 

задач, различающихся только исходными данными. При этом исход-

ные данные могут выбираться из некоторой области, которая называ-

ется областью применимости алгоритма.  

Правила выполнения арифметических операций или геометри-

ческих построений представляют собой алгоритмы. При этом остается 
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без ответа вопрос, чем же отличается понятие алгоритма от таких по-

нятий, как «метод», «способ», «правило». Можно даже встретить ут-

верждение, что слова «алгоритм», «способ», «правило» выражают одно 

и то же (т.е. являются синонимами), хотя такое утверждение, очевидно, 

противоречит ―свойствам алгоритма‖. 

Само выражение «свойства алгоритма» не совсем корректно. 

Свойствами обладают объективно существующие реальности. Можно 

говорить, например, о свойствах какого-либо вещества. Алгоритм – 

искусственная конструкция, которую мы сооружаем для достижения 

своих целей. Чтобы алгоритм выполнил свое предназначение, его не-

обходимо строить по определенным правилам. Поэтому нужно гово-

рить все же не о свойствах алгоритма, а о правилах построения алго-

ритма, или о требованиях, предъявляемых к алгоритму. 

Первое правило – при построении алгоритма прежде всего необ-

ходимо задать множество объектов, с которыми будет работать алго-

ритм. Формализованное (закодированное) представление этих объек-

тов носит название данных. Алгоритм приступает к работе с некото-

рым набором данных, которые называются входными, и в результате 

своей работы выдает данные, которые называются выходными. Таким 

образом, алгоритм преобразует входные данные в выходные. 

Это правило позволяет сразу отделить алгоритмы от ―методов‖ и 

―способов‖. Пока мы не имеем формализованных входных данных, мы 

не можем построить алгоритм. 

Второе правило – для работы алгоритма требуется память. В па-

мяти размещаются входные данные, с которыми алгоритм начинает 

работать, промежуточные данные и выходные данные, которые явля-

ются результатом работы алгоритма. Память является дискретной, т.е. 

состоящей из отдельных ячеек. Поименованная ячейка памяти носит 

название переменной. В теории алгоритмов размеры памяти не ограни-

чиваются, т. е. считается, что мы можем предоставить алгоритму лю-

бой необходимый для работы объем памяти. 

В школьной «теории алгоритмов» эти два правила не рассматри-

ваются. В то же время практическая работа с алгоритмами (програм-

мирование) начинается именно с реализации этих правил. В языках 

программирования распределение памяти осуществляется декларатив-

ными операторами (операторами описания переменных). В языке Бей-

сик не все переменные описываются, обычно описываются только мас-

сивы. Но все равно при запуске программы транслятор языка анализи-

рует все идентификаторы в тексте программы и отводит память под 

соответствующие переменные. 
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Третье правило – дискретность. Алгоритм строится из отдель-

ных шагов (действий, операций, команд). Множество шагов, из кото-

рых составлен алгоритм, конечно. 

Четвертое правило – детерменированность. После каждого шага 

необходимо указывать, какой шаг выполняется следующим, либо да-

вать команду остановки. 

Пятое правило – сходимость (результативность). Алгоритм дол-

жен завершать работу после конечного числа шагов. При этом необхо-

димо указать, что считать результатом работы алгоритма. 

Итак, алгоритм – неопределяемое понятие теории алгоритмов. 

Алгоритм каждому определенному набору входных данных ставит в 

соответствие некоторый набор выходных данных, т. е. вычисляет (реа-

лизует) функцию. При рассмотрении конкретных вопросов в теории 

алгоритмов всегда имеется в виду какая-то конкретная модель алго-

ритма. 

8.2. Виды алгоритмов 

Алгоритм применительно к вычислительной машине – точное 

предписание, т.е. набор операций и правил их чередования, при помо-

щи которого, начиная с некоторых исходных данных, можно решить 

любую задачу фиксированного типа. 

Виды алгоритмов как логико-математических средств отражают 

указанные  компоненты человеческой деятельности и тенденции, а са-

ми алгоритмы в зависимости от цели, начальных условий задачи, путей 

ее решения, определения действий исполнителя подразделяются сле-

дующим образом: 

Механические алгоритмы, или иначе детерминированные, жест-

кие (например алгоритм работы машины, двигателя и т.п.); 

Гибкие алгоритмы, например стохастические, т.е. вероятностные 

и эвристические. 

Механический алгоритм задает определенные действия, обозна-

чая их в единственной и достоверной последовательности, обеспечивая 

тем самым однозначный требуемый или искомый результат, если вы-

полняются те условия процесса, задачи, для которых разработан алго-

ритм. 

Вероятностный (стохастический) алгоритм дает программу 

решения задачи несколькими путями или способами, приводящими к 

вероятному достижению результата. 

Эвристический алгоритм  (от греческого слова ―эврика‖) – это 

такой алгоритм, в котором достижение конечного результата програм-

мы действий однозначно не предопределено, так же как не обозначена 

вся последовательность действий, не выявлены все действия исполни-
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теля. К эвристическим алгоритмам относят, например, инструкции и 

предписания. В этих алгоритмах используются универсальные логиче-

ские процедуры и способы принятия решений, основанные на аналоги-

ях, ассоциациях и прошлом опыте решения сложных задач. 

Линейный алгоритм – набор команд (указаний), выполняемых 

последовательно во времени друг за другом. 

Разветвляющийся алгоритм – алгоритм, содержащий хотя бы 

одно условие, в результате проверки которого ЭВМ обеспечивает пе-

реход на один из двух возможных шагов. 

Циклический алгоритм – алгоритм, предусматривающий мно-

гократное повторение одного и того же действия (одних и тех же опе-

раций) над новыми исходными данными. К циклическим алгоритмам 

сводится большинство методов вычислений, перебора вариантов. 

Цикл программы – последовательность команд (серия, тело 

цикла), которая может выполняться многократно (для новых исходных 

данных) до удовлетворения некоторого условия. 

Вспомогательный (подчиненный) алгоритм (процедура) – алго-

ритм, ранее разработанный и целиком используемый при алгоритмиза-

ции конкретной задачи. В некоторых случаях при наличии одинаковых 

последовательностей указаний (команд) для различных данных с це-

лью сокращения записи также выделяют вспомогательный алгоритм. 

8.3. Методы изображение алгоритмов 

На практике наиболее распространены следующие формы пред-

ставления алгоритмов:  

 словесная (записи на естественном языке);  

 графическая (изображения из графических символов);  

 псевдокоды (полуформализованные описания алгоритмов на 

условном алгоритмическом языке, включающие в себя как элементы 

языка программирования, так и фразы естественного языка, общепри-

нятые математические обозначения и др.);  

 программная (тексты на языках программирования). 

Словесное описание алгоритма 

Данный способ получил значительно меньшее распространение 

из-за его многословности и отсутствия наглядности. 

Рассмотрим пример на алгоритме нахождение максимального из 

двух значений: 

 Определим форматы переменных X, Y, M, где X и Y – значе-

ния для сравнения, M – переменная для хранения максималь-

ного значения; 

 получим два значения чисел X и Y для сравнения; 
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 сравним X и Y. 

 если X меньше Y, значит большее число Y. 

 Поместим в переменную M значение Y. 

 Если X не меньше (больше) Y, значит большее число X. 

 Поместим в переменную M значение X. 

Словесный способ не имеет широкого распространения по сле-

дующим причинам:  

 такие описания строго не формализуемы;  

 страдают многословностью записей;  

 допускают неоднозначность толкования отдельных предписаний. 

Блок-схема алгоритма 

А этот способ оказался очень удобным средством изображения 

алгоритмов и получил широкое распространение в научной и учебной 

литературе. 

Структурная (блок-, граф-) схема алгоритма – графическое изо-

бражение алгоритма в виде схемы связанных между собой с помощью 

стрелок (линий перехода) блоков – графических символов, каждый из 

которых соответствует одному шагу алгоритма. Внутри блока дается 

описание соответствующего действия. 

Графическое изображение алгоритма широко используется пе-

ред программированием задачи вследствие его наглядности, т.к. зри-

тельное восприятие обычно облегчает процесс написания программы, 

ее корректировки при возможных ошибках, осмысливание процесса 

обработки информации. 

Можно встретить даже такое утверждение: «Внешне алгоритм 

представляет собой схему – набор прямоугольников и других симво-

лов, внутри которых записывается, что вычисляется, что вводится в 

машину и что выдается на печать и другие средства отображения ин-

формации». Здесь форма представления алгоритма смешивается с са-

мим алгоритмом. 

Принцип программирования «сверху вниз» требует, чтобы блок-

схема поэтапно конкретизировалась и каждый блок «расписывался» до 

элементарных операций. Но такой подход можно осуществить при ре-

шении несложных задач. При решении сколько-нибудь серьезной зада-

чи блок-схема «расползется» до такой степени, что ее невозможно бу-

дет охватить одним взглядом. 

Блок-схемы алгоритмов удобно использовать для объяснения 

работы уже готового алгоритма, при этом в качестве блоков берутся 

действительно блоки алгоритма, работа которых не требует пояснений. 

Блок-схема алгоритма должна служить для упрощения изображения 

алгоритма, а не для усложнения. 
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В таблице приведены наиболее часто употребляемые символы.  

Название  

символа 

Обозначение и пример 

заполнения 

Пояснение 

Процесс  

 

Вычислительное 

действие или по-

следовательность 

действий  

Решение  

 

Проверка условий  

Модификация  

 

Начало цикла  

Предопределенный 

процесс  

 

Вычисления по 

подпрограмме, 

стандартной под-

программе  

Ввод-вывод 

 

Ввод-вывод в об-

щем виде  

Пуск-останов 

 

Начало, конец ал-

горитма, вход и 

выход в подпро-

грамму  

Документ 

 

Вывод результатов 

на печать  

Блок «процесс» применяется для обозначения действия или по-

следовательности действий, изменяющих значение, форму представле-

ния или размещения данных. Для улучшения наглядности схемы не-

сколько отдельных блоков обработки можно объединять в один блок. 

Представление отдельных операций достаточно свободно.  

Блок «решение» используется для обозначения переходов 

управления по условию. В каждом блоке «решение» должны быть ука-

заны вопрос, условие или сравнение, которые он определяет.  

Блок «модификация» используется для организации цикличе-

ских конструкций. (Слово модификация означает видоизменение, пре-

образование). Внутри блока записывается параметр цикла, для которо-
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го указываются его начальное значение, граничное условие и шаг из-

менения значения параметра для каждого повторения.  

Блок «предопределенный процесс» используется для указания 

обращений к вспомогательным алгоритмам, существующим автономно 

в виде некоторых самостоятельных модулей, и для обращений к биб-

лиотечным подпрограммам. 

Например, блок - схемы алгоритма нахождения максимального 
из двух значений имеет вид: 

Int x,y,max;

x,y;

x<y;

max=y; max=x;

"max=",max;

конец

Да Нет

 
 

                                                Псевдокод 

Псевдокод представляет собой систему обозначений и правил, 

предназначенную для единообразной записи алгоритмов. Он занимает 

промежуточное место между естественным и формальным языками.  
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С одной стороны, он близок к обычному естественному языку, 

поэтому алгоритмы могут на нем записываться и читаться как обыч-

ный текст. С другой стороны, в псевдокоде используются некоторые 

формальные конструкции и математическая символика, что приближа-

ет запись алгоритма к общепринятой математической записи.  

В псевдокоде не приняты строгие синтаксические правила для 

записи команд, присущие формальным языкам, что облегчает запись 

алгоритма на стадии его проектирования и дает возможность исполь-

зовать более широкий набор команд, рассчитанный на абстрактного 

исполнителя. Однако в псевдокоде обычно имеются некоторые конст-

рукции, присущие формальным языкам, что облегчает переход от за-

писи на псевдокоде к записи алгоритма на формальном языке. В част-

ности, в псевдокоде, так же, как и в формальных языках, есть служеб-

ные слова, смысл которых определен раз и навсегда. Они выделяются в 

печатном тексте жирным шрифтом, а в рукописном тексте подчерки-

ваются. Единого или формального определения псевдокода не сущест-

вует, поэтому возможны различные псевдокоды, отличающиеся набо-

ром служебных слов и основных (базовых) конструкций.  

Примером псевдокода является школьный алгоритмический 

язык в русской нотации, описанный в учебнике А.Г. Кушниренко и др. 

«Основы информатики и вычислительной техники». 

Пример записи алгоритма на школьном алгоритмическом языке: 

 

алг Сумма квадратов (арг цел n, рез цел S) 

дано | n > 0 

надо | S = 1*1 + 2*2 + 3*3 + ... + n*n 

нач цел i 

  ввод n; S:=0 

  нц для i от 1 до n 

    S:=S+i*i 

  кц 

  вывод "S = ", S 

кон 
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Программное представление алгоритма 

При записи алгоритма в словесной форме, в виде блок-схемы 

или на псевдокоде допускается определенный произвол при изображе-

нии команд. Вместе с тем такая запись точна настолько, что позволяет 

человеку понять суть дела и исполнить алгоритм.  

Однако на практике в качестве исполнителей алгоритмов ис-

пользуются специальные автоматы — компьютеры. Поэтому алгоритм, 

предназначенный для исполнения на компьютере, должен быть запи-

сан на «понятном» ему языке. И здесь на первый план выдвигается 

необходимость точной записи команд, не оставляющей места для про-

извольного толкования их исполнителем.  

Следовательно, язык для записи алгоритмов должен быть фор-

мализован. Такой язык принято называть языком программирования, а 

запись алгоритма на этом языке — программой для компьютера. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

Задания на контрольную работу  по дисциплине  

«Информатика и математика» 

для студентов заочного отделения специальности  

021100 «Юриспруденция»  (часть 1 – «Математика» 1-й семестр) 

 

В данном разделе приведены задания для самостоятельного вы-

полнения студентами-заочниками. Формулировка заданий для всех 

вариантов одинаковая, различаются исходные данные, которые выби-

раются каждым студентом индивидуально для своего варианта. Вари-

ант задания определяется по номеру зачетной книжки (до дроби, обо-

значающей год поступления). Определите две последние цифры числа, 

которое составляют номер вашей зачетной книжки. По этим цифрам 

NN выберите из таблицы Ваш вариант: 

 

NN Вар. NN Вар. NN Вар. NN Вар. NN Вар. 

1 1 21 21 41 11 61 1 81 21 

2 2 22 22 42 12 62 2 82 22 

3 3 23 23 43 13 63 3 83 23 

4 4 24 24 44 14 64 4 84 24 

5 5 25 25 45 15 65 5 85 25 

6 6 26 26 46 16 66 6 86 26 

7 7 27 27 47 17 67 7 87 27 

8 8 28 28 48 18 68 8 88 28 

9 9 29 29 49 19 69 9 89 29 

10 10 30 30 50 20 70 10 90 30 

11 11 31 1 51 21 71 11 91 1 

12 12 32 2 52 22 72 12 92 2 

13 13 33 3 53 23 73 13 93 3 

14 14 34 4 54 24 74 14 94 4 

15 15 35 5 55 25 75 15 95 5 

16 16 36 6 56 26 76 16 96 6 

17 17 37 7 57 27 77 17 97 7 

18 18 38 8 58 28 78 18 98 8 

19 19 39 9 59 29 79 19 99 9 

20 20 40 10 60 30 80 20 00 10 
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ЗАДАНИЕ № 1 

Даны множества A и В. Найти BAABBABABA  ,\,\,, . 

Вариант Множество А Множество В 

1.  2 4 6 8 11 12 14 15 1 2 5 7 9 11 12 14 

2.  3 4 7 8 9 10 13 14 0 1 2 4 6 7 9 12 

3.  0 1 3 4 5 8 9 11 1 3 4 6 7 9 13 14 

4.  0 1 7 8 9 11 12 14 0 2 3 5 7 11 12 15 

5.  1 2 3 4 5 7 9 10 1 5 6 7 8 10 11 13 

6.  4 5 7 8 10 11 13 15 2 4 5 8 9 10 14 15 

7.  3 6 7 9 10 12 13 14 3 5 6 8 11 13 14 15 

8.  1 2 5 6 9 10 12 15 2 5 6 9 10 11 12 15 

9.  2 3 4 7 10 12 14 15 4 5 6 8 9 10 11 12 

10.  5 6 7 8 9 10 12 14 1 3 4 6 7 9 11 13 

11.  1 2 5 7 9 11 12 14 4 5 7 8 10 11 13 15 

12.  0 1 2 4 6 7 9 12 3 6 7 9 10 12 13 14 

13.  1 3 4 6 7 9 13 14 1 2 5 6 9 10 12 15 

14.  0 2 3 5 7 11 12 15 2 3 4 7 10 12 14 15 

15.  1 5 6 7 8 10 11 13 5 6 7 8 9 10 12 14 

16.  2 4 5 8 9 10 14 15 1 2 5 7 9 11 12 14 

17.  3 5 6 8 11 13 14 15 0 1 2 4 6 7 9 12 

18.  2 5 6 9 10 11 12 15 1 3 4 6 7 9 13 14 

19.  4 5 6 8 9 10 11 12 0 2 3 5 7 11 12 15 

20.  1 3 4 6 7 9 11 13 1 5 6 7 8 10 11 13 

21.  1 2 5 7 9 11 12 14 4 5 7 8 10 11 13 15 

22.  0 1 2 4 5 7 9 12 3 6 7 9 10 12 13 14 

23.  1 3 4 8 9 9 13 14 1 2 4 6 9 10 12 15 

24.  0 2 3 4 5 11 12 15 2 3 6 7 10 12 14 15 

25.  1 5 6 8 9 10 11 13 2 3 5 7 9 10 12 14 

26.  2 4 5 7 8 10 14 15 1 2 7 8 9 11 12 14 

27.  3 5 6 8 11 13 14 15 0 1 3 5 6 7 9 12 

28.  2 5 6 9 10 11 12 15 1 3 4 6 7 9 13 14 

29.  4 5 6 8 9 10 11 12 0 2 3 5 7 11 12 15 

30.  1 3 4 6 7 10 11 13 1 5 6 7 8 10 11 13 
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ЗАДАНИЕ № 2 

В юридической фирме N1 юрист является специалистом по 

гражданскому праву, N2 – по уголовному, N3- по административному.  

Кроме того N4 сотрудника являются специалистами по гражданскому и 

уголовному,  N5 – по уголовному и административному, N6 – по граж-

данскому и административному, а N7 сотрудников являются специали-

стами во всех трех правах. Сколько сотрудников работает в фирме? 

 

 

 

Вари-

ант 

N1 N2 N3 N4 N5 N6 N7 Вари-

ант 

N1 N2 N3 N4 N5 N6 N7 

                

1.  25 21 22 6 9 10 4 16.  27 25 21 8 8 9 3 

2.  23 27 26 8 9 6 3 17.  28 25 25 5 6 6 4 

3.  22 25 24 5 7 5 3 18.  22 26 21 9 5 6 4 

4.  25 27 22 9 8 7 3 19.  22 26 28 7 9 9 4 

5.  26 20 26 7 6 6 4 20.  26 26 27 6 7 7 3 

6.  26 27 23 10 7 9 3 21.  26 24 21 10 5 9 3 

7.  26 21 28 7 8 6 3 22.  24 26 30 7 10 10 4 

8.  26 25 28 8 9 8 3 23.  29 23 23 5 8 9 3 

9.  30 20 20 6 7 9 3 24.  23 26 27 10 6 6 2 

10.  22 26 21 7 7 6 2 25.  27 26 22 10 7 7 3 

11.  25 21 23 8 10 6 3 26.  29 21 30 8 6 6 3 

12.  28 25 23 7 7 7 3 27.  22 23 28 7 9 6 2 

13.  20 25 25 6 8 10 4 28.  24 25 28 7 5 5 3 

14.  29 23 26 10 7 7 3 29.  24 25 24 6 6 7 2 

15.  28 27 23 6 9 8 3 30.  26 28 24 8 5 6 3 

            

ЗАДАНИЕ № 3 

Имеется K  задержанных. Для проведения расследования необходимо 

устроить парные очные встречи каждого с каждым.  Сколько таких 

встреч нудно организовать?  

Вариант 1.  2.  3.  4.  5.  6.  7.  8.  9.  10.  11.  12.  13.  14.  15.  

K 8 4 6 5 7 4 5 8 9 4 6 5 7 5 7 

Вариант 16.  17.  18.  19.  20.  21.  22.  23.  24.  25.  26.  27.  28.  29.  30.  

K 5 9 4 10 6 5 7 6 9 4 5 6 5 8 5 
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ЗАДАНИЕ № 4 

K  пассажиров выходят на N  станциях. Сколькими способами это 

можно сделать, если  

а) все пассажиры могут сойти только на разных станциях.  

б) на одной станции могут сойти более одного пассажира. 

Вариант 1.  2.  3.  4.  5.  6.  7.  8.  9.  10.  11.  12.  13.  14.  15.  

K 5 3 4 2 6 5 7 6 3 4 5 6 5 3 5 

N 8 5 6 5 8 9 9 7 5 6 6 8 7 8 6 

Вариант 16.  17.  18.  19.  20.  21.  22.  23.  24.  25.  26.  27.  28.  29.  30.  

K 3 4 6 5 7 4 3 2 3 4 6 5 7 5 3 

N 6 7 9 8 9 5 6 8 7 8 9 6 8 9 6 

  

ЗАДАНИЕ № 5 

В бригаде ОМОН Н сотрудников. Для выполнения задания из них 

нужно отобрать группу из К  человек. Сколько таких различных групп 

можно создать? 

Вариант 1.  2.  3.  4.  5.  6.  7.  8.  9.  10.  11.  12.  13.  14.  15.  

K 3 4 6 5 7 4 3 2 3 4 6 5 7 5 3 

N 6 7 9 8 9 5 6 8 7 8 9 6 8 9 6 

Вариант 16.  17.  18.  19.  20.  21.  22.  23.  24.  25.  26.  27.  28.  29.  30.  

K 5 3 4 2 6 5 7 6 3 4 5 6 5 3 5 

N 8 5 6 5 8 9 9 7 5 6 6 8 7 8 6 

 

ЗАДАНИЕ № 6 

Бросаются две игральные кости. Определить вероятность того, что  

а) сумма числа очков не превосходит N; 

б) произведение числа очков не превосходит N; 

в) произведение числа очков делится на N. 

Вариант 1.  2.  3.  4.  5.  6.  7.  8.  9.  10.  11.  12.  13.  14.  15.  

N 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 

Вариант 16.  17.  18.  19.  20.  21.  22.  23.  24.  25.  26.  27.  28.  29.  30.  

N 18 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
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ЗАДАНИЕ № 7 

Дана логическая функция ),,( zyxf . Составить таблицу истинности. 

Вариант  Вариант  

1. xzyyx ~))()((   16. xzyyx  ))(~)((  

2. xzyyx  ))(~)((  17. xzyyx ~))()((   

3. xzyyx ~))()((   18. xzyyx ~))()((   

4. xzyyx ~))()((   19. xzyyx  ))~()((  

5. xzyyx  ))~()((  20. xzyyx ~))()((   

6. xzyyx ~))()((   21. xzyzx  ))(~)((  

7. xzyzx  ))(~)((  22. yzxyx ~))()((   

8. yzxyx ~))()((   23. xzyyx  ))(~)((  

9. xzyyx ~))()((   24. xzyyx ~))()((   

10. xzyyx  ))~()((  25. xzyzx ~))()((   

11. xzyyx ~))()((   26. xzyyx  ))~()((  

12. xzyyx  ))(~)((  27. xzyyx ~))()((   

13. xzyyx ~))()((   28. xzyzx  ))(~)((  

14. xzyzx  ))(~)((  29. zzxyx ~))()((   

15. yzxyx ~))()((   30. xzyyx  ))()~((  

 

ЗАДАНИЕ № 8 

Дана выборка количества приводов в милицию в течении года для 20 

детей из неблагополучных семей.  

а) Составить статистический ряд по данным выборки.   

б) Построить полигон, гистограмму и кумуляту. 

 

Вариант ВЫБОРКА 

1.  0 3 1 0 0 0 1 1 1 3 0 3 2 0 2 0 0 0 4 2 

2.  3 4 1 6 1 4 1 1 2 0 2 5 3 1 1 1 2 6 2 3 

3.  2 1 5 5 0 2 3 2 2 1 3 2 2 4 2 0 1 2 0 3 

4.  5 2 1 1 2 3 0 2 3 2 1 1 0 0 4 2 0 1 1 2 

5.  1 0 2 0 0 2 1 0 2 3 3 1 0 3 2 2 1 4 3 2 

6.  0 2 2 1 3 0 2 1 3 3 2 4 2 0 0 2 3 0 2 0 

7.  3 1 2 0 2 1 4 0 2 2 2 1 1 2 0 1 1 1 2 3 

8.  1 3 1 0 2 5 3 3 1 0 3 0 2 2 1 3 2 3 5 0 

9.  0 3 0 2 4 1 1 4 3 6 1 3 0 0 5 1 4 0 1 1 
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Вариант ВЫБОРКА 

10.  0 0 0 3 0 3 2 1 2 1 1 1 0 1 3 0 1 1 3 0 

11.  0 1 1 2 2 1 0 2 3 1 2 1 1 3 2 4 0 0 4 3 

12.  1 1 2 2 1 2 0 1 0 0 1 2 1 4 1 1 0 1 1 0 

13.  0 4 2 4 1 2 0 0 1 2 3 0 2 2 1 2 2 3 2 1 

14.  0 1 2 0 0 0 0 0 2 3 3 1 0 0 2 1 1 3 2 1 

15.  0 0 2 2 3 0 1 2 3 2 1 3 0 0 0 0 1 0 1 2 

16.  3 0 2 3 0 2 2 1 0 3 2 2 0 2 0 1 1 3 0 2 

17.  2 0 3 1 0 4 1 0 1 0 3 3 1 1 3 0 2 1 2 3 

18.  3 1 0 2 1 0 2 1 1 5 0 2 4 1 2 1 2 0 4 3 

19.  2 3 0 1 1 2 1 2 2 3 1 1 2 0 0 2 1 0 1 3 

20.  2 0 2 0 1 2 3 0 3 1 4 3 1 2 2 1 1 3 2 1 

21.  1 2 1 5 1 3 1 1 1 1 3 2 0 1 3 1 1 5 2 2 

22.  1 4 1 1 0 0 3 2 1 1 1 2 1 1 3 0 0 1 0 2 

23.  2 0 1 7 0 1 2 2 2 0 1 0 0 0 2 0 1 0 4 3 

24.  2 2 0 0 1 2 2 4 0 1 3 1 6 0 1 0 2 1 1 0 

25.  2 3 1 1 1 1 1 1 0 2 2 2 2 4 1 0 2 0 5 1 

26.  0 0 1 1 1 2 2 3 4 1 0 1 2 1 0 2 2 0 3 4 

27.  1 4 3 1 1 1 2 1 0 5 0 2 1 2 3 4 2 1 3 2 

28.  2 3 2 1 3 0 3 1 1 2 3 2 2 1 2 2 3 1 3 0 

29.  1 2 5 0 4 3 2 3 1 0 3 4 3 1 2 4 2 4 0 2 

30.  3 1 3 4 1 1 1 2 2 0 0 2 2 0 4 2 1 5 2 1 

 

 

ЗАДАНИЕ № 9 

Дана матрица смежности неориентированного графа. Постро-

ить граф и его дополнение. Проверить, является ли граф эйлеровым 

(если является, указать эйлерову цепь или цикл). Найти, если имеются 

и указать гамильтонову цепь и цикл. 

 
Вариант 1,16 Вариант 2,17 Вариант 3,18 

0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1 0 
1 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 1 1 1 1 
0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 
1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 
0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 0 
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0 
1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 
1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 
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Вариант 4,19 Вариант 5,20 Вариант 6,21 
0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 
1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0 
0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1 
1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 
1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 
0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 
1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 
1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0 

Вариант 7,22 Вариант 8,23 Вариант 9,24 
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 
0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 
1 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1 0 0 
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 
0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 
0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 
0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 
0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 

Вариант 10,25 Вариант 11,26 Вариант 12,27 
0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 
0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 
0 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 
0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0 1 1 0 1 
1 0 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 
1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 
0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 

Вариант 13,28 Вариант 14,29 Вариант 15,30 
0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 
0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 
0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 
0 1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 
1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 
1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 
1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 
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